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Introduction
La physique statistique a pour objet l’e´tude de lois particulie`res re´gissant le com-
portement et de´crivant les proprie´te´s des corps macroscopiques, c’est-a`-dire de corps
compose´s d’un nombre e´norme de particules — atomes ou mole´cules.
Depuis toujours, l’e´tude des fluctuations des grandeurs caracte´risant le comporte-
ment de ces corps est un sujet privile´gie´. Le mouvement brownien et le bruit d’agitation
thermique aux bornes d’une re´sistance illustrent parfaitement ce point.
Pourquoi e´tudie-t-on les fluctuations ? Avec les de´veloppements re´cents des nano-
technologies et de la biophysique dont il est constamment question aujourd’hui, la
re´ponse me semble claire. La plupart des syste`mes d’inte´reˆt e´voluent hors d’e´quilibre,
et sont de plus en plus miniaturise´s. Or les fluctuations relatives de toute grandeur addi-
tive diminuent en raison inverse de la racine carre´e du nombre de particules constituant
le corps, et sont d’autant plus prononce´es lorsque ce dernier e´volue hors d’e´quilibre.
Tant par inte´reˆt scientifique que pour des besoins industriels, il est donc ne´cessaire
d’e´tudier et de caracte´riser les fluctuations de grandeurs caracte´risant des syste`mes
aussi bien me´soscopiques que macroscopiques (le proble`me de la turbulence en est un
exemple).
En outre, dans bien des cas l’e´tude des fluctuations d’un corps place´ loin d’un
e´quilibre est souvent la seule information dont dispose le physicien pour caracte´ri-
ser la (thermo)dynamique du syste`me. Le proble`me des verres, et plus ge´ne´ralement
du vieillissement des mate´riaux amorphes et des solides de´sordonne´s en sont de bons
exemples.
Un autre aspect de la question est l’e´valuation de la variation d’e´nergie libre d’un
syste`me, ainsi que de la chaleur qu’il dissipe lorsqu’on lui fait subir une transformation
irre´versible. Encore une fois, bien des cas d’application potentiels motivent ces e´tudes.
Depuis les travaux de Clausius et Boltzmann a` la fin du dix-neuvie`me sie`cle, il s’agit
d’un sujet abondamment e´tudie´, a` nouveau tant par inte´reˆt scientifique qu’industriel.
Pourtant, les innombrables e´tudes qui lui sont consacre´es depuis plusieurs anne´es
(plus d’un sie`cle en re´alite´ !) n’offrent a` ce jour aucune me´thode satisfaisante pour e´va-
luer l’e´nergie libre et la chaleur d’un syste`me porte´ hors d’e´quilibre.
Re´cemment, de nouvelles ide´es the´oriques ont e´te´ propose´es pour e´valuer la varia-
tion d’e´nergie libre d’un syste`me lorsque celui-ci est porte´ hors d’e´quilibre, ainsi que la
chaleur qu’il dissipe pendant la transformation.
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Ce travail de the`se, qui s’articule autour de cinq chapitres, pre´sente quelques ex-
pe´riences nouvelles sur l’e´tude des fluctuations du travail et de la chaleur dans le cas
de syste`mes me´caniques dissipatifs porte´s dans des e´tats hors d’e´quilibre. Le but est
d’effectuer une comparaison directe des re´sultats expe´rimentaux avec les re´sultats the´o-
riques obtenus re´cemment.
Il est bien e´videmment possible de tester ces re´sultats nume´riquement, en ge´ne´rant
sur ordinateur une dynamique de Langevin, par exemple. Nous choisissons de´libe´re´-
ment de les tester expe´rimentalement, car ces derniers constituent, avec le the´ore`me
fluctuation-dissipation et ses re´centes extensions hors d’e´quilibre, une bonne approche
pour l’e´tude de la dynamique et des e´changes de chaleur de syste`mes hors d’e´quilibre,
tels les mate´riaux amorphes relevant de la matie`re molle [plastiques comme le polyme-
thylmethacrylate (PMMA) ou le polychlorure de vinyle (PVC), gels comme la laponite]
ou de la physique des solides (verres de spin).
La dynamique de ces derniers e´tant extreˆmement difficile a` simuler nume´riquement
(essentiellement en raison des capacite´s de calcul limite´es des ordinateurs), et peu
(voire pas) e´tudie´e expe´rimentalement, il semble pertinent de s’inte´resser directement
a` un syste`me physique re´el, sans que nous soyons limite´s par diverses hypothe`ses et
approximations the´oriques.
Chapitre 1
Equilibre et non e´quilibre :
morceaux choisis
Le but de la physique statistique est d’extraire les proprie´te´s a` grande e´chelle
(l’e´chelle macroscopique) de syste`mes forme´s d’un grand nombre de constituants e´le´-
mentaires, dont on connaˆıt les interactions a` l’e´chelle microscopique.
Les syste`mes les plus simples et les mieux compris en physique statistique sont des
syste`mes a` l’e´quilibre, isole´s (dont l’e´nergie est fixe´e) ou en contact thermique avec un
thermostat (dont la tempe´rature est fixe´e).
Les proprie´te´s de tels syste`mes sont de´crites par la the´orie de Boltzmann-Gibbs,
qui donne la probabilite´ d’observer a` l’e´quilibre chaque configuration microscopique du
syste`me (ensembles microcanonique et canonique).
Lorsqu’en revanche un syste`me est loin de l’e´quilibre, dans un re´gime transitoire,
dans un re´gime stationnaire maintenu hors d’e´quilibre en e´tant par exemple en contact
avec des thermostats a` des tempe´ratures diffe´rentes, ou lorsque sa dynamique n’est pas
de´finie par une fonction e´nergie, on ne connaˆıt pas la probabilite´ de chaque configuration
microscopique.
De tels types de syste`mes se rencontrent tant dans l’e´tude de mode`les abstraits de
la me´canique statistique que dans celle inspire´e de situations physiques ou biologiques.
Le but de ce chapitre introductif est de donner un aperc¸u de certaines me´thodes
qui permettent d’analyser les situations hors d’e´quilibre.
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Fig. 1.1 – Diagramme de phase du corps : e´volution entre deux e´tats d’e´quilibre dis-
tincts.
1.1 Quelques exemples de syste`mes hors d’e´quilibre
A la diffe´rence de la me´canique statistique d’e´quilibre fonde´e par Gibbs et Boltz-
mann, la formulation pre´cise d’un proble`me de me´canique statistique hors d’e´quilibre
ne peut se faire sans qu’on ait une ide´e, au moins approche´e, de la dynamique du sys-
te`me e´tudie´ (nous pre´cisons brie`vement ce point aux §§ 1.2 et 1.3 ; voir aussi les articles
“pe´dagogiques” de Ruelle [Rue01, Rue04]).
Autrement dit, la compre´hension de situations hors d’e´quilibre ne´cessite (souvent)
la mise en œuvre de mode`les cine´tiques. La the´orie cine´tique de Boltzmann et son
the´ore`me H en sont de bons exemples [Hua63, Wan87, Dor99, Gal99b].
Afin de bien illustrer ce point, et avant d’annoncer les objectifs de cette the`se
(§§ 1.3 et 1.4), nous passons en revue certaines me´thodes qui permettent d’analyser des
mode`les jouets a` l’e´quilibre et hors d’e´quilibre.
1.1.1 Se´paration de phase
Un syste`me place´ loin d’un e´quilibre pre´sente, avant de l’atteindre asymptotique-
ment, un re´gime transitoire hors d’e´quilibre.
On peut par exemple conside´rer un corps qui, au dessous d’une certaine tempe´rature
T (ρ), fonction de sa densite´ moyenne ρ, posse`de une phase ou` coexistent deux e´tats
d’e´quilibre : liquide et gazeux, et dont le diagramme de phase est sche´matise´ sur la
fig. 1.1.
S’il est brusquement trempe´ d’une tempe´rature T1, ou` le syste`me est homoge`ne, a`
une tempe´rature T2 situe´e sous la ligne de coexistence, on observe un re´gime transitoire
vers son e´tat d’e´quilibre final, me´lange entre gaz et liquide.
On assiste au cours du temps a` une e´volution irre´versible : la se´paration entre les
phases liquide et gazeuse se fait d’abord par l’apparition de nombreuses gouttes ou
bulles tre`s petites qui, au cours du temps, grossissent tout en devenant moins nom-
breuses.
1.1.2 Syste`me en contact thermique avec deux thermostats
L’ensemble canonique donne, pour un syste`me en e´quilibre thermique avec un ou
plusieurs thermostats a` la meˆme tempe´rature T , la probabilite´ P(C ) d’une configuration
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Fig. 1.2 – Syste`me en contact thermique avec deux thermostats.
Fig. 1.3 – L’instabilite´ de Rayleigh-Be´nard.
C
P(C ) ∝ e−E(C)kT ,
en fonction de l’e´nergie E(C ) de cette configuration (k est la constante de Boltzmann).
Si en revanche un syste`me est mis en contact avec deux thermostats de tempe´ratures
distinctes T1 et T2 (cf fig. 1.2), il atteint, apre`s un temps suffisamment long, un re´gime
stationnaire, dans lequel il est traverse´ par un flux de chaleur Q. On ne dispose pas
d’une expression pour P(C ) dans ce re´gime.
Dans ce re´gime stationnaire, on peut chercher a` analyser les caracte´ristiques du flux
de chaleur Q en de´terminant
(i) sa valeur moyenne 〈Q〉,
(ii) sa distribution de probabilite´ P(Q),
(iii) sa de´pendance en fonction de la longueur L du syste`me, des tempe´ratures T1 et
T2, et des interactions a` l’e´chelle microscopique,
(iv) et si, aux temps longs, il satisfait la loi de Fourier
〈Q〉 = λ(T1 − T2)/L,
ou` le coefficient λ repre´sente la conductivite´ thermique du syste`me.
Un exemple ce´le`bre de syste`me en contact avec deux thermostats est le proble`me de
Rayleigh-Be´nard. Il s’agit d’un fluide dont la densite´ de´pend de la tempe´rature, place´
dans un champ de pesanteur, et chauffe´ par le bas (cf fig. 1.3).
Le re´gime stationnaire posse`de une physique tre`s riche : tant que la diffe´rence de
tempe´rature ∆T est infe´rieure a` une valeur critique Tc, un courant thermique station-
naire s’installe, tandis qu’au dela` (∆T > Tc), on observe des phe´nome`nes de convection
avec formation de rouleaux, d’abord stationnaires, puis de´pendant du temps avec une
dynamique de plus en plus complexe a` mesure que ∆T augmente.
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Fig. 1.4 – Diffusion de particules entre deux re´servoirs.
Fig. 1.5 – Mode`le de de´position.
1.1.3 Mode`le d’exclusion
C’est l’analogue discret d’un syste`me mis en contact avec deux thermostats. Sur
un re´seau, chaque site est occupe´ par au plus une particule, et les particules diffusent :
pendant un intervalle de temps dt infinite´simal, chaque particule saute avec une pro-
babilite´ dt vers chacun de ses voisins inoccupe´s. Aux deux extre´mite´s du syste`me, les
conditions aux limites sont fixe´es par des re´servoirs de particules de densite´s ρ1 et ρ2
(cf fig. 1.4).
Lorsque ρ1 6= ρ2, on peut, comme pre´ce´demment, se demander s’il existe un courant
de particules entre les deux re´servoirs, tenter de de´terminer sa valeur, ses fluctuations,
et voir si on obtient a` grande e´chelle la loi de Fick (exact analogue de la loi de Fourier,
qui concerne les transferts thermiques).
Dans le mode`le d’exclusion, c’est le nombre de particules transfe´re´es par unite´ de
temps d’un re´servoir a` l’autre qui joue le roˆle du flux de chaleur. (En fait, si on identifie
une particule a` un quantum d’e´nergie, cela redevient un proble`me de transfert de
chaleur.)
1.1.4 Mode`le de de´position
Certains mode`les sont de´finis uniquement par des re`gles dynamiques, sans re´fe´rence
a` une e´nergie [HHZ95].
Dans le mode`le de de´position, des particules qui tombent dans des colonnes choisies
au hasard s’empilent a` un taux donne´ dans une boˆıte (cf fig. 1.5), et l’on peut chercher a`
e´tudier la vitesse de croissance et la distribution de la hauteur de ces amas de particules,
et les fonctions de corre´lation de cette hauteur.
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1.2 Equilibre et non e´quilibre
1.2.1 Syste`me isole´ en e´quilibre thermodynamique
Conside´rons un syste`me isole´ de´crit par un hamiltonien H(p, q). Les e´quations de
Hamilton q˙ = ∂H
∂p
et p˙ = −∂H
∂q
donnent l’e´volution d’une configuration C = (p, q) sous
la forme1
dC
dt
= F (C ). (1.1)
Cette e´volution conserve l’e´nergie du syste`me : E = H(p, q) reste constante au
cours du temps. La probabilite´ d’e´quilibre Peq(C ) est une mesure sur l’espace des
configurations, laisse´e invariante par la dynamique (1.1), qui conserve
(i) l’e´nergie totale E (le syste`me est isole´),
(ii) l’e´le´ment de volume de l’espace des phases (the´ore`me de Liouville, de´duit des
e´quations de Hamilton).
Si Ω(E) est le volume des configurations d’e´nergie E dans l’espace des phases, la
mesure microcanonique
Peq(C ) =
1
Ω(E)
, (1.2)
qui attribue a` toutes les configurations de meˆme e´nergie un poids e´gal, est un invariant
de cette dynamique.
Il est bien suˆr beaucoup plus difficile de montrer que presque toutes les trajectoires
sont denses dans l’espace des phases, et qu’une moyenne sur le temps le long d’une
trajectoire e´quivaut a` la moyenne microcanonique : pour cela, il faut eˆtre capable de
montrer que la dynamique de´finie par F (C ) est ergodique.
1.2.2 Syste`me en e´quilibre thermodynamique avec un ther-
mostat
L’ensemble canonique permet de de´crire les proprie´te´s d’un syste`me en e´quilibre
a` une tempe´rature constante T . Celui-ci est vu comme interagissant avec un autre
syste`me, le thermostat, beaucoup plus grand. La probabilite´ d’une configuration C est
alors donne´e par
Peq(C ) ∝ e−
E(C)
kT , (1.3)
ou` E est l’e´nergie du syste`me, et k la constante de Boltzmann.
Une fac¸on d’obtenir (1.3) est de conside´rer que l’ensemble forme´ par le syste`me
e´tudie´ et le thermostat forme un syste`me isole´, de´crit par l’ensemble microcanonique,
et de de´finir la tempe´rature T du thermostat comme
1
kT
=
d log Ω(Ethermostat)
dEthermostat
. (1.4)
1Pour une e´criture explicite de F (C ) dans le cas d’une dynamique dissipative, voir l’Annexe E,
e´q. (E.1).
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Fig. 1.6 – Dynamique pour un gaz en e´quilibre thermodynamique.
Il existe d’autres fac¸ons d’obtenir (1.3) : on peut par exemple mode´liser l’interaction
avec le thermostat en imposant une dynamique stochastique au syste`me.
Ces me´thodes peuvent servir de point de de´part pour examiner des situations de
dynamique hors d’e´quilibre (en regardant quels changements sont induits par une mo-
dification de cette interaction). Voici quelques exemples.
1.2.3 Dynamique d’e´quilibre thermique pour un gaz (1)
On conside`re une enceinte contenant un gaz en contact avec un thermostat (cf
fig. 1.6).
A chaque fois qu’une particule heurte la paroi de l’enceinte, elle est re´fle´chie avec
une vitesse donne´e par la distribution maxwellienne des vitesses [BLRB00]
f(v) =
m2
2π(kT )2
|v⊥| e−mv
2
2kT d3v, (1.5)
ou` v⊥ est la composante normale de la vitesse de la particule au point d’impact avec
la paroi.
Cette dynamique, pour laquelle l’interaction avec le thermostat n’a lieu qu’a` la fron-
tie`re du syste`me, donne asymptotiquement2 la distribution d’e´quilibre de Boltzmann
[BLRB00].
1.2.4 Dynamique d’e´quilibre thermique pour un gaz (2)
On conside`re un gaz dans lequel chaque particule est soumise a` une dynamique de
Langevin : la vitesse v d’une particule ve´rifie, dans un potentiel Φ qui de´pend a priori
de la position de toutes les particules
m
dv
dt
= −γv − ∂Φ
∂x
+
√
2γkT ζ(t), (1.6)
2Pour ǫ = λL ≪ 1, ou` λ est le libre parcours moyen des particules du gaz, et L la longueur
caracte´ristique de l’enceinte qui contient les particules (pour plus de de´tails, voir [BLRB00]).
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Fig. 1.7 – Une dynamique pour l’e´quilibre thermique d’un solide.
ou` ζ(t) est un bruit blanc gaussien tel que
〈ζ(t)〉 = 0, 〈ζ(t) ζ(t′)〉 = δ(t− t′). (1.7)
Le coefficient γ repre´sente l’intensite´ du couplage au thermostat, et T est la tempe´rature
impose´e.
En l’absence de potentiel, l’e´quation de Langevin s’inte`gre directement, ce qui per-
met de calculer aux temps longs m〈v2〉 → kT (pour t ≫ m/γ), et donc d’interpre´ter
T comme la tempe´rature du syste`me. En effet, l’expression de v est
v(t) =
1
m
∫ t
−∞
√
2γkT ζ(s) e−γ(t−s)/m ds, (1.8)
et elle permet de calculer 〈v2〉. De plus la distribution de v est gaussienne, de variance
kT/m, comme le pre´voit la distribution d’e´quilibre a` la tempe´rature T .
Dans le cas ge´ne´ral ou` Φ est quelconque, on peut de´duire l’e´quation de Fokker-
Planck de celle de Langevin et obtenir la meˆme interpre´tation pour T (voir par exemple
le livre de van Kampen [vK92]).
1.2.5 Couplage d’un solide avec des thermostats
Au lieu d’imposer une dynamique de Langevin a` l’ensemble d’un syste`me, on peut
l’imposer seulement aux bords (cf fig. 1.7, ou` des atomes sont pre´sents en chaque site
du re´seau repre´sente´).
Les atomes pre´sents a` l’inte´rieur des thermostats sont soumis a` une force de Lange-
vin en plus de leurs interactions mutuelles, tandis que les autres atomes ne sont soumis
qu’aux seules interactions avec les autres atomes. Cette situation peut s’appliquer par
exemple au cas des solides.
On peut de la meˆme fac¸on imposer des tempe´ratures distinctes T1 et T2 aux extre´-
mite´s du syste`me pour de´crire des situations hors d’e´quilibre.
1.2.6 Dynamique non stochastique pour l’e´quilibre thermique
Une dynamique de Langevin du type (1.6) est stochastique, en raison du bruit blanc
gaussien. On peut e´galement utiliser des dynamiques comple`tement de´terministes, par
exemple celle de Nose´-Hoover [Nos84, Hoo85, Hoo86, BLRB00], ou` chaque particule
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d’un syste`me e´volue selon les relations
m
dvi
dt
= −γ(t) vi − ∂Φ
∂xi
,
dγ
dt
=
1
Θ2
∑
(mv2i − kT ). (1.9)
Le parame`tre γ(t), qui repre´sente une force de freinage fluide variable, e´volue dans
le temps sous l’effet de deux tendances. Le terme cine´tique
∑
1
2
mv2i , positif, tend a`
faire croˆıtre γ(t), et empeˆche les particules d’acque´rir une e´nergie trop importante,
tandis que la constante −kT , ne´gative, laisse la possibilite´ d’une certaine agitation
dans le syste`me, fixant ainsi sa tempe´rature. La constante Θ permet de jouer sur le
temps de re´ponse du thermostat aux variations de tempe´rature du syste`me. Avec cette
dynamique, le syste`me tend asymptotiquement vers un e´tat d’e´quilibre a` la tempe´rature
T .
1.3 Non e´quilibre, travail, e´nergie libre, chaleur et
the´ore`mes de fluctuation
Nous avons passe´ en revue quelques me´thodes qui permettent d’analyser des situa-
tions d’e´quilibre et de non e´quilibre. Mais pourquoi et comment s’inte´resse-t-on a` des
syste`mes hors d’e´quilibre ? Quelles sont les grandeurs pertinentes que l’on peut e´tu-
dier et confronter a` l’expe´rience ? Les mode`les que nous venons de passer en revue ne
re´pondent que tre`s partiellement a` la question : ils de´veloppent (seulement) un cadre
conceptuel pour analyser des situations hors d’e´quilibre.
Dans les paragraphes qui suivent, nous allons tenter de donner des e´le´ments de
re´ponse, en nous basant notamment sur les travaux re´cents de Jarzynski, Crooks, Ga-
lavotti, Cohen et van Zon.
1.3.1 Motivations d’ordre ge´ne´ral
Fluctuations en me´canique statistique
Comme nous l’avons dit a` plusieurs reprises, la physique statistique a pour objet
l’e´tude de lois particulie`res re´gissant le comportement et de´crivant les proprie´te´s des
corps macroscopiques, c’est-a`-dire de corps compose´s d’un nombre e´norme de particules
— atomes ou mole´cules. La forme ge´ne´rale de ces lois est pour une large part inde´pen-
dante de la me´canique que l’on utilise pour de´crire les mouvemements individuels des
particules des corps.
Il semblerait a` premie`re vue que les proprie´te´s du syste`me me´canique deviendraient
de plus en plus complique´es a` mesure qu’augmente le nombre de particules, et qu’on
ne pourrait alors trouver aucune re´gularite´ dans le comportement des corps macrosco-
piques. Bien suˆr, comme on l’apprend de`s les premie`res anne´es d’universite´, il n’en est
rien : ces lois sont statistiques et apparaissent pre´cise´ment lorsque le nombre de parti-
cules constituant le corps est tre`s grand. En outre, et d’une fac¸on plus surprenante, ces
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lois sont telles qu’elles ne peuvent eˆtre ramene´es a` des lois purement me´caniques : cela
est intimement lie´ au proble`me de l’irre´versibilite´, et a donne´ lieu a` de nombreuses cri-
tiques envers Boltzmann ainsi qu’a` de nombreux paradoxes vers la fin du dix-neuvie`me
sie`cle (Loschmidt, Zermelo, . . . [EE02, Haa55, Bru86a, Bru86b]).
La spe´cificite´ des lois statistiques re´side en ce qu’elles perdent toute signification
lorsqu’on passe a` des syste`mes me´caniques ne pre´sentant qu’un petit nombre de degre´s
de liberte´. Quoique le mouvement des syste`mes posse´dant un nombre colossal de degre´s
de liberte´ obe´isse aux meˆmes lois de me´canique que celles qui re´gissent les syste`mes
compose´s d’un petit nombre de particules, l’existence d’un tre`s grand nombre de degre´s
de liberte´ de´termine l’apparition de lois qualitativement diffe´rentes.
La plupart des grandeurs physiquement importantes sont des grandeurs additives ;
cela re´sulte de ce que, les diffe´rentes parties du corps e´tant quasi-ferme´es, la valeur d’une
grandeur additive concernant le corps tout entier est e´gale a` la somme des valeurs de
cette meˆme grandeur concernant toutes les parties (macroscopiques) du corps.
En effet, les e´nergies internes des parties macroscopiques d’un corps sont, en re`gle
ge´ne´rale, grandes devant l’e´nergie de leurs interactions mutuelles ; par suite, on peut
poser que l’e´nergie du corps tout entier est e´gale, a` une approximation suffisante, a` la
somme des e´nergies de ses parties constitutives.
Soit f une grandeur additive. Divisons en pense´e le corps e´tudie´ en un grand
nombre N de petites parties approximativement e´gales entre elles. On aura alors
〈f〉 = ∑Ni=1〈fi〉, ou` fi repre´sente les valeurs de la grandeur f pour les diffe´rentes
parties du corps.
A vue de nez, f doit croˆıtre presque proportionnellement a` N lorsque les dimensions
du corps augmentent. Calculons les fluctuations quadratiques moyennes de la grandeur
f . Nous avons 〈(∆f)2〉 = 〈(∑Ni=1∆fi)2〉. Du fait de l’inde´pendance statistique des
parties du corps, les valeurs moyennes des produits 〈∆fi∆fk〉 = 〈∆fi〉 〈∆fk〉 = 0 pour
i 6= k (puisque chaque 〈∆fi〉 = 0). Il s’ensuit que 〈(∆f)2〉 =
∑N
i=1〈(∆fi)2〉.
On en conclut qu’a` mesure que N augmente, le carre´ moyen 〈(∆f)2〉 doit augmenter
proportionnellement a` N . La fluctuation relative variera, elle, en raison inverse de
√
N :√
〈(∆f)2〉
〈f〉 ∼
1√
N
pour N grand. (1.10)
D’autre part, si on convient de diviser un corps homoge`ne en petites parties de
dimensions donne´es, le nombre de ces parties sera proportionnel au nombre de particules
(mole´cules) constituant le corps.
On peut donc e´noncer le re´sultat obtenu en disant que les fluctuations relatives de
toute grandeur additive f diminuent en raison inverse de la racine carre´e du nombre de
particules constituant le corps macroscopique ; par suite, si ce nombre est suffisamment
e´leve´, la grandeur f sera pratiquement invariable dans le temps et aura pour valeur sa
valeur moyenne.
Ce re´sultat, obtenu a` partir de conside´rations physiques extreˆmement ge´ne´rales, est
intimement lie´ a` deux re´sultats fondamentaux de la the´orie des probabilite´s, que l’on
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retrouve syste´matiquement en me´canique statistique : la loi des grands nombre, et le
the´ore`me-limite central [JP03, Fel68, Fel66].
La loi des grands nombre “justifie” l’approche des probabilite´s par les fre´quences3.
Soit (Xn)n≥1 une suite de variables ale´atoires re´elles, de´finies sur le meˆme espace de
probabilite´, et posons Sn =
∑n
j=1Xj. Une assertion qui affirme que la suite
1
n
Sn, c’est-
a`-dire la suite des moyennes des n premie`res variables Xj, converge en un certain sens
vers une limite — la moyenne µ = E(Xj) — s’appelle une loi des grands nombre. Il
existe de nombreux re´sultats de ce type, par exemple les the´ore`mes ergodiques, qui
sont des formes de la loi des grands nombres.
Ces re´sultats ne sont que l’expression mathe´matique de ce que l’on appelle en me´-
canique statistique l’hypothe`se ergodique, qui contourne la difficulte´ du proble`me dy-
namique (qui, avec ses quelques 1023 conditions initiales, est intractable), en exploitant
l’allure extreˆmement complique´e de la trajectoire du syste`me dans l’espace des phases,
afin de de´finir une mesure de probabilite´ sur ce dernier. La loi des grands nombre et ses
variantes justifient pre´cise´ment, comme nous l’avons indique´ plus haut, une telle ap-
proche fre´quentielle (voir aussi les premiers paragraphes du livre de Landau et Lifchitz
[LL94], par exemple) : en quelque sorte, la me´canique statistique d’e´quilibre se passe
presque totalement de la dynamique du syste`me e´tudie´ (ce qui n’est pas possible pour
des situations hors d’e´quilibre [Rue04]).
Le the´ore`me-limite central est l’un des re´sultats les plus impressionnants des proba-
bilite´s. A partir d’hypothe`ses tre`s faibles, il donne des re´sultats extreˆmement pre´cis. Il
joue aussi un roˆle de premier plan en statistique. L’ide´e est simple. Soit X1, . . . ,Xj, . . .
des variables ale´atoires inde´pendantes et identiquement distribue´es de variance finie σ2
et de moyenne note´e µ, et soit Sn =
∑n
j=1Xj. Alors, si n est grand, la loi de Sn tend
vers une loi normale de moyenne nµ et de variance nσ2. Le point cle´ dans ce genre de
re´sultat est que, a` part l’existence d’une variance, absolument aucune hypothe`se n’est
requise. Donc, si une certaine variable ale´atoire est en fait la somme de “beaucoup”
de variables inde´pendantes de variances finies, alors sa loi est approximativement nor-
male ; en statistique par exemple, il est possible d’utiliser des proce´dures permettant
d’estimer µ et σ2, et on connaˆıt alors essentiellement tout !
Revenons au proble`me de l’e´tude des fluctuations en me´canique statistique. Nous
avons indique´ plus haut qu’en re`gle ge´ne´rale les fluctuations relatives de toute grandeur
additive diminuent en raison inverse de la racine carre´e du nombre de particules consti-
tuant le corps macroscopique. Donc, plus le syste`me est grand, plus les fluctuations
sont faibles en valeur relative. De plus, l’amplitude des fluctuations de´croˆıt souvent
avec la tempe´rature T du syste`me.
Par exemple, dans l’ensemble canonique 〈(∆E)2〉 = kBT 2Ncv, ou` cv = T (∂s/∂T )v =
TN−1(∂S/∂T )V = N−1(dQ/dT )V est la chaleur spe´cifique du corps a` volume constant,
et les fluctuations relatives de l’e´nergie du corps sont telles que
√
〈(∆E)2〉/〈E〉 ∼ N−1/2
3Le terme “fre´quence” fait ici re´fe´rence a` l’approche empirique des probabilite´s, comme l’illustre
l’exemple bien connu de la pie`ce de monnaie que l’on jette en l’air, et dont on s’attend a` ce que
la fre´quence relative d’apparition de chacune de ses faces tende vers 12 , pour un nombre de tirages
suffisamment grand.
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Fig. 1.8 – Taux de dissipation d’e´nergie typiques. Ce graphe repre´sente les taux
de dissipation d’e´nergie typiques de quelques syste`mes en fonction de leur taille carac-
te´ristique (tire´ de [BLR05]).
pour N “grand”.
Comment alors e´tudier les fluctuations thermiques de syste`mes macroscopiques,
puisqu’elles deviennent ne´gligeables a` la limite thermodynamique ainsi qu’a` basse tem-
pe´rature (ou` cv → 0, dans notre exemple) ?
Tout d’abord, dans l’exemple donne´ ci-dessus, ce serait oublier que tout de´pend du
syste`me conside´re´ : un corps macroscopique qui ne´cessite un fort apport de chaleur
(cv grand) pour qu’une faible diffe´rence de tempe´rature soit induite en son sein peut
pre´senter de larges fluctuations.
Cela est intimement lie´ au taux de dissipation d’e´nergie du syste`me que l’on consi-
de`re, comme l’illustre la fig. 1.8 (nous reprenons ce point en de´tail plus bas, cf “Travail,
chaleur et second principe”).
Ensuite, ce serait oublier le vaste domaine qu’est l’e´tude des transitions de phases
(par exemple, le phe´nome`ne d’opalescence critique d’un fluide) : a` la tempe´rature cri-
tique, la chaleur spe´cifique cv ainsi que l’amplitude 〈(∆E)2〉 des fluctuations divergent.
Ne serait-ce qu’a` partir de cet exemple, on voit bien que l’e´tude des fluctuations
n’est pas limite´e au cas des “petits” syste`mes, dont on peut par ailleurs e´tudier les
fluctuations, en vertu de (1.10). Le bruit d’agitation thermique aux bornes d’une re´-
sistance, qu’e´lucide`rent Johnson et Nyquist [Joh28, Nyq28] (deux inge´nieurs des Bell
Telephone Laboratories) en 1928, et le mouvement brownien, qu’e´tudie`rent successive-
ment Brown en 1827 [Bro28, Bro29, Bro66], Einstein [Ein05b, Ein05a, Ein06, Ein07,
Ein14, Ein56, SCRS89], Langevin [Lan08, Lan50] et Perrin [Per08, Per70, Per50] au
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Fig. 1.9 – Syste`me hors d’e´quilibre me´soscopique. Ce cliche´ photographique,
obtenu par microscopie e´lectronique, repre´sente un syste`me me´soscopique susceptible
de fonctionner hors d’e´quilibre. La plaque situe´e au centre du dispositif, qui joue le roˆle
de rotateur, et qui peut eˆtre excite´e par un champ e´lectrique, est maintenue en position
par un nanotube de carbone (“multiwalled carbon nanotube”), qui joue le roˆle de fil de
torsion et assure le contact e´lectrique (tire´ de [FYH+03]).
de´but du vingtie`me sie`cle, illustrent parfaitement ce point4.
Citons aussi Kappler [Kap31, BS34], qui de´termina en 1931 la constante de Boltz-
mann (avec moins de 3% d’erreur !) en mesurant les petits de´placements d’un petit
miroir galvanome´trique a` l’e´quilibre5.
Fluctuations et syste`mes hors d’e´quilibre
Jusqu’a` maintenant, seule la question des fluctuations thermiques a` l’e´quilibre a e´te´
leve´e. Or les syste`mes qui e´voluent ou qui sont maintenus hors d’e´quilibre pre´sentent
en re`gle ge´ne´rale des fluctuations d’amplitude sensiblement plus e´leve´e qu’a` l’e´quilibre,
avec notamment des fluctuations extreˆmes, des e´veˆnements rares, et une statistique
souvent impre´visible.
Au fil des anne´es, cette classe de syste`mes est devenue de plus en plus e´tudie´e, d’une
part car les syste`mes a` l’e´quilibre sont maintenant bien compris, d’autres part car les
de´veloppements technologiques re´cents, relevant essentiellement des nanotechnologies
et de la biophysique, ne´cessitent pre´cise´ment une e´tude et une caracte´risation des fluc-
tuations de petits syste`mes qui fonctionnent bien souvent hors d’e´quilibre.
4Voir aussi les re´fe´rences [Lem02, Gil92, Gil93, Gil96, Nel67, Gar94, Wax54, Cha43, UO30, WU45,
Zer32, vS06, EE02].
5Kappler mesura θrms = 4.178 × 10−6 rad ainsi que le couple de rappel correspondant M =
1.8856×10−15 Nm a` T = 278.1 K. L’application du the´ore`me d’e´quipartition de l’e´nergie donne kB =
1.34× 10−23 JK−1, fort peut diffe´rente de la valeur commune´ment admise kB = 1.381× 10−23 JK−1.
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La fig. 1.9 reproduit un cliche´ photographique, obtenu par microscopie e´lectronique,
d’un syste`me me´soscopique (nanoscopique) susceptible de fonctionner hors d’e´quilibre
[FYH+03]. Il s’agit d’un petit “moteur” constitue´ d’une plaque libre (situe´e au centre
du dispositif), qui joue le roˆle de rotateur, et qui est maintenue en position par un
nanotube de carbone (“multiwalled carbon nanotube”), ce dernier jouant le roˆle de fil
de torsion et assurant le contact e´lectrique. Au moyen d’un champ e´lectrique applique´
par les e´lectrodes late´rales, ce rotateur peut eˆtre mis en mouvement.
De tels dispositifs sont e´videmment re´alise´s dans le but de fabriquer en se´rie des
interrupteurs /moteurs (toujours plus) miniaturise´s (dans notre exemple, de taille in-
fe´rieure a` 100 nm), que l’ont inte`grera dans l’e´lectronique de la te´le´phonie et des ordi-
nateurs du futur.
Tant pour des besoins industriels que pour des inte´reˆts scientifiques, l’e´tude des
fluctuations de ces dispositifs est ne´cessaire.
Travail, chaleur et second principe
Un autre aspect de la question est l’e´valuation du travail fourni a` un syste`me, ainsi
que de la chaleur qu’il dissipe lorsqu’on lui fait subir une transformation.
Depuis les travaux de Clausius (1865) et Boltzmann (∼ 1870), c’est un sujet abon-
damment e´tudie´, a` nouveau tant par inte´reˆt scientifique qu’industriel. L’inte´reˆt d’une
telle e´tude dans une perspective industrielle se comprend aise´ment : si le dispositif me´-
soscopique qu’indique la fig. 1.9 repre´sente le “moteur”qui s’inte`grera dans le te´le´phone
portable du futur, il est ne´cessaire de caracte´riser pre´cise´ment les apports en e´nergie
qu’il ne´cessite pour fonctionner, ainsi que ses pertes.
Or la plupart des syste`mes re´els d’inte´reˆt sont constamment porte´s dans des e´tats
hors d’e´quilibre. Typiquement, le syste`me me´soscopique repre´sente´ sur la fig. 1.9 doit
eˆtre alimente´ pour fonctionner : en re`gle ge´ne´rale, cela aura pour effet de le porter, de
fac¸on transitoire ou stationnaire, dans des e´tats hors d’e´quilibre.
Comme nous allons brie`vement le montrer, cela est a` la source d’ennuis en ce qui
concerne l’e´valuation de la variation d’e´nergie libre d’un syste`me et de la chaleur qu’il
dissipe, lorsqu’on lui fait subir une transformation qui le porte de fac¸on transitoire ou
stationnaire hors d’e´quilibre (de fac¸on ge´ne´rale, une transformation irre´versible).
Une des premie`res choses que l’on apprend en thermodynamique est que le travail
dW et la quantite´ de chaleur dQ qu’un corps rec¸oit au cours d’une variation infiniment
petite de son e´tat ne sont pas des diffe´rentielles exactes6 de quelque grandeur que
ce soit7. Seule la somme dW + dQ, c’est-a`-dire la variation d’e´nergie dE, est une
diffe´rentielle exacte.
On peut diviser la variation d’e´nergie d’un corps passant d’un e´tat dans un autre en
quantite´ de chaleur rec¸ue ou ce´de´e par le corps, et en travail rec¸u par le corps ou fourni
a` d’autres corps. Cette division ne de´pend pas univoquement de l’e´tat initial et de l’e´tat
final du corps, mais de´pend encore de la nature de la transformation. Autrement dit,
6A ce point de vue, les notations dW et dQ ne sont pas correctes.
7A l’exception des transformations adiabatiques, pour lesquelles δQ = 0⇒ dE = dW .
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le travail et la quantite´ de chaleur sont des fonctions de la transformation que subit le
corps, et non seulement de l’e´tat initial et de l’e´tat final.
Cela se manifeste de fac¸on particulie`rement nette lorsque le corps parcourt un cycle
de transformations et que l’e´tat final se confond avec l’e´tat initial. La variation d’e´nergie
est alors nulle, mais le corps peut recevoir ou ce´der une certaine quantite´ de chaleur ou
de travail.
L’expression mathe´matique de ce fait est que l’inte´grale sur un contour ferme´ de la
diffe´rentielle exacte dE est nulle, tandis que l’inte´grale de dQ ou de dW , qui ne sont
pas des diffe´rentielles exactes, est diffe´rente de ze´ro.
Il existe des transformations lors desquelles le corps ne se trouve pas dans un e´tat
d’e´quilibre thermique, quoique la tempe´rature (et la pression) le long du corps soit
constante. C’est le cas, par exemple, de certaines re´actions chimiques e´voluant dans
un me´lange homoge`ne de re´actifs. Comme le corps lui-meˆme est alors le sie`ge d’une
transformation irre´versible (re´action chimique, pour notre exemple), son entropie croˆıt
inde´pendamment de la quantite´ de chaleur que rec¸oit le corps ; cela permet d’e´crire
l’ine´galite´ suivante
dQ
dt
< T
dS
dt
. (1.11)
Un autre cas auquel s’applique une ine´galite´ analogue est celui d’une transformation
irre´versible a` la suite de laquelle le corps passe d’un e´tat d’e´quilibre dans un autre
e´tat d’e´quilibre peu diffe´rent du pre´ce´dent, quoique le corps se trouve hors d’e´quilibre
pendant la transformation8. Il existe alors entre la quantite´ de chaleur δQ rec¸ue par le
corps pendant la transformation et la variation de son entropie δS l’ine´galite´ suivante,
connue sous le nom de “second principe” (Clausius, 1865)
δQ ≤ T δS, (1.12)
que l’on peut encore e´crire
W ≥ ∆F = ∆E − T∆S, (1.13)
ou` ∆F est la variation d’e´nergie libre du corps pendant la transformation.
Ce re´sultat, bien qu’e´nonce´ dans le cadre de la thermodynamique macroscopique,
peut eˆtre e´tabli a` partir d’une approche microscopique (the´orie cine´tique et the´ore`me
H de Boltzmann, ∼ 1870), auquel cas il faut remplacer le travail W pas sa valeur
moyenne (nous ne nous e´tendons pas davantage sur le sujet, cf [EE02, Haa55, Bru86a,
Bru86b, Wan87, Hua63, Dor99, Gal99b]).
Un des grands principes de la physique re´side dans la minimisation de l’e´nergie. A
la diffe´rence de la me´canique, la thermodynamique associe diffe´rents potentiels ther-
modynamiques au syste`me e´tudie´ suivant la situation envisage´e.
Par exemple, si le corps est isole´, son e´nergie (interne) E reste constante au cours
du temps, et c’est cette dernie`re qu’il convient de minimiser afin de de´terminer la
8Un exemple en est la transformation de Joule-Thomson s’accompagnant d’une petite variation de
pression.
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trajectoire du syste`me, par exemple (dans ce cas, on parle d’ensemble microcanonique,
cf § 1.2.1).
En revanche, si le corps e´tudie´ interagit avec un autre syste`me, beaucoup plus grand,
l’ensemble e´tant isole´, la situation est diffe´rente. Dans ce cas, c’est seulement l’e´nergie
totale du syste`me constitue´ du corps que l’on de´sire e´tudier et du grand syste`me qui
se trouve a` son contact qui reste constante au cours du temps.
Si le grand syste`me impose sa tempe´rature au corps que l’on de´sire e´tudier (cas d’un
thermostat), c’est l’e´nergie libre de Helmholtz F = E − TS du corps qu’il convient de
minimiser afin de de´terminer la configuration d’e´quilibre du corps (dans ce cas, on parle
d’ensemble canonique, cf § 1.2.2).
Si le grand syste`me impose sa pression (cas d’un pressostat), c’est l’enthalpie H =
E+PV du corps qu’il convient de minimiser. De meˆme, si le grand syste`me impose sa
tempe´rature et sa pression, il faut minimiser l’e´nergie libre de Gibbs G = E−TS+PV ,
et ainsi de suite (voir le livre de Callen [Cal85], par exemple).
Donc, si la situation expe´rimentale ou le mode`le que l’on de´sire e´tudier correspond
a` la situation canonique, l’e´nergie libre F est le potentiel thermodynamique pertinent
pour la description du proble`me. Se pose alors la question de l’e´valuation de la variation
d’e´nergie libre ∆F du corps et de la chaleur dissipe´e Q par ce dernier, lorsqu’on lui
fait subir une transformation qui le porte de fac¸on transitoire ou stationnaire hors
d’e´quilibre (de fac¸on ge´ne´rale, une transformation irre´versible).
La strate´gie ge´ne´ralement adopte´e pour e´valuer cette variation d’e´nergie libre ∆F
du corps a longtemps consiste´ a` forcer ce dernier au moyen d’une force exte´rieure, et
a` calculer le travail W ainsi fourni au corps. Comme l’indique l’ine´galite´ (1.13), ce
travail surestime la variation d’e´nergie libre ∆F dans le cas ou` la transformation est
irre´versible : seul le cas d’une transformation re´versible permet d’identifier le travail
fourni au corps avec sa variation d’e´nergie libre.
Or, comme nous l’avons mentionne´ plus haut, la plupart des syste`mes physiques
d’inte´reˆt e´voluent hors d’e´quilibre, parfois entre des e´tats d’e´quilibre. Dans de tels cas,
il est difficile d’e´valuer la variation d’e´nergie libre du corps ainsi que la chaleur dissipe´e
par celui-ci.
Comme nous allons le voir dans les paragraphes suivants, de nouvelles ide´es the´o-
riques, dues a` Jarzynski, Crooks, Gallavotti, Cohen et van Zon, ont e´te´ re´cemment
propose´es afin de re´soudre ce proble`me de l’e´valuation de la variation d’e´nergie libre et
de la chaleur.
1.3.2 Relation de Jarzynski et the´ore`me de fluctuation de
Crooks
Sur la base de plusieurs approches [Jar97a, Jar97b, Cro98, Jar00, Cro00, JW04],
Jarzynski donna en 1997 une expression de la variation d’e´nergie libre ∆F d’un syste`me
lors de la transformation entre deux e´tats d’e´quilibre A et B, quelle que soit la nature
du chemin reliant ces derniers (re´versible ou irre´versible) :
∆F = FB − FA = − 1
β
ln
〈
e−βW
〉
, (1.14)
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ou` β = (kT )−1, k de´signant la constante de Boltzmann.
Noter qu’il s’agit d’un re´sultat sans parame`tre ajustable. Nous donnons la de´finition
du travail W ainsi que la signification pre´cise de la moyenne 〈·〉 au chapitre 4.
Peu apre`s que Jarzynski obtint son re´sultat (1.14), Crooks e´tablit un the´ore`me de
fluctuation9 permettant de de´terminer de fac¸on plus pre´cise la variation d’e´nergie libre
∆F du syste`me durant la transformation de A vers B (nous en verrons les raisons au
chapitre 4) [Cro99, Cro00, Jar00, JW04].
Les conside´rations de Crooks sont identiques a` celles de Jarzynski, a` ceci pre`s
qu’il exploite astucieusement les trajectoires directes (de l’e´tat d’e´quilibre A vers l’e´tat
d’e´quilibre B) et renverse´es dans le temps (de B vers A) du syste`me : de meˆme qu’on
peut calculer le travail W fourni au corps pour une trajectoire directe, on peut calculer
le travailW ′ fourni au corps pour une trajectoire renverse´e. Crooks montre ainsi que les
densite´s de probabilite´ du travail direct P(W ) et du travail renverse´ P′(−W ) satisfont
a` la relation
P(W ) = P′(−W ) eβ(W−∆F ), (1.15)
ou` ∆F = FB − FA est la variation d’e´nergie libre du corps pour la transformation de
A vers B (noter qu’il s’agit, a` nouveau, d’un re´sultat sans parame`tre ajustable).
Ne serait-ce que par le nombre conside´rable de publications qui ont e´te´ consacre´es
au sujet [Jar97a, Jar97b, Cro98, Jar98, Kur98, Cro99, MJ99, JM99, Jar99, Mae99,
Cro00, Jar00, Kur01, Jar02, Muk03, JW04, CM04, Jar04], les relations de Jarzynski
et Crooks semblent avoir acquis le statut de re´sultat the´orique suˆr, solidement e´tabli,
robuste.
Cependant, E. Cohen et D. Mauzerall ont re´cemment e´mis quelques critiques a` pro-
pos du re´gime de validite´ de ces re´sultats [CM04].
Une telle divergence d’opinion est inte´ressante en soi. Il est en effet difficile, en
re`gle ge´ne´rale, d’avoir une ide´e pre´cise de toutes les hypothe`ses qu’un re´sultat the´o-
rique pre´suppose : certaines d’entre elles ne sont parfois pas formule´es explicitement,
et constituent cependant le point de de´part du mode`le propose´. Par ailleurs, qu’elles
soient mentionne´es explicitement ou non, ces hypothe`ses ne correspondent parfois qu’a`
une classe extreˆmement restreinte de syste`mes physiques.
Pour E. Cohen et ses collaborateurs, le re´sultat de Jarzynski ne serait pas valable
pour une transformation quelconque10, mais seulement pour des transformations telles
que le corps en question soit faiblement hors d’e´quilibre. Cela impliquerait notamment
qu’il doit eˆtre possible de mettre en de´faut le re´sultat de Jarzynski, et donc celui de
Crooks, en forc¸ant le corps conside´re´ de manie`re tre`s irre´versible ainsi qu’a` tre`s forte
amplitude entre les e´tats d’e´quilibre initial et final de la transformation.
La controverse lance´e par E. Cohen et ses collaborateurs n’ayant pas (encore) abouti
au moyen d’arguments the´oriques, nous nous proposons de tester expe´rimentalement les
re´sultats de Jarzynski et Crooks sur un syste`me bien controˆle´ : un oscillateur me´canique
amorti.
9Qu’on peut en quelque sorte attribuer aux travaux ante´rieurs de G. Gallavotti [Gal99a, Gal05].
10Rappelons qu’il s’agit du re´sultat obtenu par Jarzynski, Crooks et leurs collaborateurs.
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1.3.3 Relations de Gallavotti-Cohen et de Cohen-van Zon
Les syste`mes les plus simples et les mieux compris en me´canique statistique sont
des syste`mes a` l’e´quilibre, isole´s (dont l’e´nergie est fixe´e) ou en contact thermique avec
un thermostat (dont la tempe´rature est fixe´e). Les proprie´te´s de tels syste`mes sont
de´crites par la the´orie de Boltzmann-Gibbs, qui donne la probabilite´ d’observer chaque
configuration microscopique du syste`me a` l’e´quilibre.
Lorsqu’en revanche un syste`me est loin de l’e´quilibre, dans un re´gime transitoire,
dans un re´gime stationnaire maintenu hors d’e´quilibre, ou lorsque sa dynamique n’est
pas de´finie par une fonction e´nergie, on ne connaˆıt pas la probabilite´ de chaque confi-
guration microscopique. De tels syste`mes se rencontrent tant dans l’e´tude de mode`les
abstraits de la me´canique statistique que dans celle inspire´e de situations physiques ou
biologiques.
En 1995, Gallavotti et Cohen [GC95a, GC95b, GC98] e´tablirent un the´ore`me de
fluctuation stationnaire caracte´risant le taux de contraction de l’espace des phases d’un
syste`me dissipatif macroscopique porte´ dans un e´tat hors d’e´quilibre stationnaire, c’est-
a`-dire une fois que le re´gime transitoire du syste`me s’est amorti, du fait des processus
de frottements visqueux par exemple.
Moyennant certains arguments (que nous de´taillons partiellement au chapitre 5),
Gallavotti et Cohen identifie`rent le taux de contraction de l’espace des phases du sys-
te`me avec son taux de production d’entropie, et de´montre`rent le the´ore`me de fluctuation
stationnaire suivant (voir le chapitre 5 pour les de´finitions) :
πτ (p)
πτ (−p) ∼ e
τ [βp+O(1/τ)] pour τ →∞, (1.16)
ou` πτ (p) et πτ (−p) de´signent respectivement les probabilite´s d’observer un taux de
production d’entropie p et −p, pour une trajectoire du syste`me de dure´e τ . Noter qu’il
s’agit d’un re´sultat sans parame`tre ajustable.
Il existe des versions plus spe´cifiques de la relation de fluctuation de Gallavotti-
Cohen (1.16), dont sont re´cemment a` l’origine Farago [Far04], Cohen et van Zon
[vZC03b, vZC03a, vZCC04], et qui caracte´risent le re´gime transitoire hors d’e´quilibre
du syste`me e´tudie´.
Cohen et van Zon montre`rent, toujours dans le cadre d’une dynamique de Langevin
du premier ordre, que le the´ore`me de fluctuation (1.16) est un re´sultat exact sur un
re´gime transitoire du syste`me [pas de terme correctif en O(1/τ)] :
πτ (p)
πτ (−p) = e
βτp quel que soit τ. (1.17)
On parle alors de the´ore`me de fluctuation transitoire.
1.4 Motivations et plan du manuscrit
Motivations
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Il est bien e´videmment possible de tester nume´riquement les re´sultats de Jarzynski,
Crooks, Gallavotti, Cohen et van Zon (1.14)-(1.17), en ge´ne´rant sur ordinateur une
dynamique de Langevin, par exemple. Toutefois, nous choisissons de´libe´re´ment de les
tester expe´rimentalement, car ces derniers constituent, avec le the´ore`me fluctuation-
dissipation et ses extensions hors d’e´quilibre11 [CKP97, CVJ03], une bonne approche
pour l’e´tude de la dynamique et des e´changes de chaleur de syste`mes durablement hors
d’e´quilibre, tels les mate´riaux amorphes relevant de la matie`re molle [plastiques comme
le polymethylmethacrylate (PMMA) ou le polychlorure de vinyle (PVC), gels comme
la laponite] ou de la physique des solides (verres de spin).
La dynamique de ces derniers e´tant extreˆmement difficile a` simuler nume´riquement
(essentiellement en raison des capacite´s de calcul limite´es des ordinateurs12), et peu
(voire pas) e´tudie´e expe´rimentalement dans le contexte des travaux que nous pre´sen-
tons dans ce manuscrit, il semble pertinent de s’inte´resser directement a` un syste`me
physique re´el, sans que nous soyons limite´s par diverses hypothe`ses et approximations
the´oriques.
En outre, il existe relativement peu de tests expe´rimentaux de ces the´ore`mes de
fluctuation. Concernant les re´sultats de Jarzynski et Crooks, s’il est vrai que des ex-
pe´riences de biophysique ont exploite´ les re´sultats de Jarzynski et Crooks, notamment
afin d’e´valuer la variation d’e´nergie libre de l’ARN lorsqu’on e´tire ce dernier [LDS+02],
aucune expe´rience ne semble avoir e´te´ re´alise´e dans le but de tester ces re´sultats.
Quant aux re´sultats de Gallavotti, Cohen et van Zon, il n’existe pas a` l’heure actuelle
de test expe´rimental pour un syste`me dont la dynamique correspond a` une dynamique
de Langevin du deuxie`me ordre (ni de preuve the´orique d’ailleurs !).
Pour toutes les raisons mentionne´es, un tel test se justifie. Pour pouvoir le re´aliser,
il faut disposer d’un syste`me suffisamment bien controˆle´.
Plan du manuscrit
Ce travail de the`se, qui s’articule autour de quatre chapitres, pre´sente quelques expe´-
riences nouvelles sur l’e´tude des fluctuations du travail et de la chaleur dans le cas
de syste`mes me´caniques dissipatifs porte´s dans des e´tats hors d’e´quilibre. Le but est
d’effectuer une comparaison directe des re´sultats expe´rimentaux avec les re´sultats the´o-
riques obtenus re´cemment.
(II) De telles e´tudes ne peuvent eˆtre entreprises sans qu’on se soit au pre´alable assure´
qu’on dispose d’un syste`me de de´tection fiable, sensible et correctement isole´
du bruit environnemental, et d’un syste`me physique suffisamment bien controˆle´,
dont les spectres de fluctuation a` l’e´quilibre sont en plein accord avec le the´ore`me
fluctuation-dissipation.
11A ce sujet, voir les the`ses de L. Bellon [Bel01] et L. Buisson [Bui03], ainsi que la revue [BBC+05].
12On ne peut en effet actuellement simuler la dynamique hors d’e´quilibre des syste`mes mentionne´s
que sur quelques microsecondes.
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Nous exposons donc tout d’abord en de´tail au chapitre 2 le dispositif expe´rimen-
tal utilise´ pour mesurer les fluctuations thermiques de “petits” oscillateurs me´-
caniques macroscopiques a` l’e´quilibre. Outre le syste`me de de´tection proprement
dit (l’interfe´rome`tre diffe´rentiel), nous passons en revue les diffe´rents dispositifs
d’isolation du montage qui permettent de s’affranchir du bruit environnemen-
tal (nous remettons l’exposition d’une technique de re´duction du bruit, qui s’est
ave´re´e ne´cessaire, au chapitre 3).
Nous introduisons ensuite les notions de re´ponse et de rapport signal-sur-bruit
des fluctuations thermiques du syste`me afin de montrer comment la conception
des oscillateurs me´caniques doit eˆtre oriente´e afin de favoriser au maximum la
mesure de leurs fluctuations thermiques.
Enfin, nous passons en revue les diffe´rents dispositifs de forc¸age du syste`me que
nous avons re´alise´s et teste´s, et nous montrons que les mesures de fluctuations
et de re´ponse effectue´es sont en excellent accord avec le the´ore`me fluctuation-
dissipation.
(III) Malgre´ la mise en place d’un dispositif complet d’isolation du montage et l’opti-
misation du rapport signal-sur-bruit des fluctuations thermiques de notre oscilla-
teur me´canique amorti, un bruit re´siduel est toujours transmis au syste`me dans
la majorite´ des cas.
Afin de filtrer efficacement ce dernier et analyser son influence en temps re´el sur
les fluctuations thermiques de l’oscillateur, nous avons mis au point une technique
de re´duction du bruit s’inspirant du filtrage de Wiener, dont nous exposons le
principe et son application a` nos mesures au chapitre 3.
(IV) Nous avons dit plus haut (§ 1.3) que la strate´gie ge´ne´ralement adopte´e pour e´va-
luer la variation d’e´nergie libre fournie a` un corps lors d’une transformation quel-
conque entre deux e´tats d’e´quilibre a longtemps consiste´ a` e´valuer le travail fourni
au corps pendant la transformation. Or, ce travail surestime la variation d’e´nergie
libre si la transformation est irre´versible.
Le quatrie`me chapitre est consacre´ aux travaux de Jarzynski et Crooks, qui trou-
ve`rent une solution a` ce proble`me en donnant l’expression de la variation d’e´ner-
gie libre du syste`me lors de la transformation, quelle que soit la nature de cette
dernie`re.
Puisqu’aucune “preuve” expe´rimentale n’est venue confirmer ces re´sultats, nous
nous proposons donc de les tester expe´rimentalement au moyen d’un syste`me bien
controˆle´ : l’oscillateur me´canique amorti auquel nous avons consacre´ le chapitre 2.
Nous commenc¸ons ce chapitre en exposant brie`vement la the´orie thermodyna-
mique des perturbations. Nous e´tendons cette the´orie perturbative a` tous les
ordres et nous montrons que le re´sultat obtenu peut s’interpre´ter dynamique-
ment et eˆtre e´tendu sans difficulte´ au travail thermodynamique : nous retrouvons
ainsi de manie`re simple le re´sultat de Jarzynski.
Enfin, sur la base de nos observations expe´rimentales, et dans le cadre d’une dy-
namique de Langevin du premier et du deuxie`me ordre, nous mettons en e´vidence
l’insensibilite´ du re´sultat de Jarzynski a` la nature de la transformation (pour peu
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que le travail fourni au corps ait une distribution gaussienne), ainsi que ses li-
mites d’applicabilite´. Nous indiquons aussi la possible application du re´sultat de
Jarzynski a` la calibration de la force applique´e au syste`me.
(V) Le cinquie`me et dernier chapitre est scinde´ en trois parties. La premie`re est consa-
cre´e a` une rapide exposition des the´ore`mes de fluctuation de Gallavotti-Cohen
et de Cohen-van Zon. Il est bien e´videmment hors de question de de´tailler ces
re´sultats, qui sont d’une haute technicite´ mathe´matique (et dont certains sont en-
core a` l’e´tat de conjecture), mais d’en souligner les hypothe`ses et la signification
physique afin de les tester expe´rimentalement.
Dans une deuxie`me partie, nous testons expe´rimentalement les versions transi-
toire et stationnaire de ces the´ore`mes de fluctuation en exploitent les mesures que
nous avons expose´es au chapitre 4. L’originalite´ de nos mesures tient au fait que
la dynamique de notre oscillateur amorti correspond a` une dynamique de Lange-
vin du deuxie`me ordre, pour laquelle il n’existe pas de bases the´oriques suˆres des
relations de Gallavotti-Cohen et de Cohen-van Zon.
Enfin, dans une troisie`me partie nous mode´lisons la dynamique de notre syste`me
expe´rimental par une dynamique de Langevin du premier et du deuxie`me ordre,
en nous appuyant sur nos observations expe´rimentales. Nous montrons que les
the´ore`mes de fluctuation de Gallavotti-Cohen et de Cohen-van Zon sont ve´rifie´s,
tout en donnant une expression analytique de la production de chaleur, que nous
comparons aux valeurs mesure´es.
Chapitre 2
Mesures de fluctuations thermiques
a` l’e´quilibre
Ce chapitre constitue le “ciment” de notre e´tude expe´rimentale des fluctuations
thermiques d’un oscillateur me´canique a` l’e´quilibre. Avec le chapitre 3, il ouvre la voie
a` des e´tudes plus complexes, telles que l’e´tude des fluctuations du travail et de la chaleur
d’un syste`me porte´ hors d’e´quilibre, dans le cadre des travaux de Jarzynski, Crooks,
Gallavotti, Cohen et van Zon (chapitres 4 et 5), ou l’e´tude du vieillissement, dans le
cadre des travaux de Cugliandolo, Kurchan, Ritort, Crisanti et leurs collaborateurs.
De telles e´tudes ne peuvent eˆtre entreprises sans qu’on se soit au pre´alable assure´
qu’on dispose d’un syste`me de de´tection fiable, sensible et correctement isole´ du bruit
environnemental, et d’un syste`me physique suffisamment bien controˆle´, dont les spectres
de fluctuation a` l’e´quilibre sont en plein accord avec le the´ore`me fluctuation-dissipation.
Nous exposons tout d’abord en de´tail le dispositif expe´rimental utilise´ pour me-
surer les fluctuations thermiques de “petits” oscillateurs me´caniques macroscopiques a`
l’e´quilibre (§ 2.1). Outre le syste`me de de´tection proprement dit (l’interfe´rome`tre dif-
fe´rentiel), nous passons en revue les diffe´rents dispositifs d’isolation du montage qui
permettent de s’affranchir du bruit environnemental (§ 2.1.2 ; nous remettons l’exposi-
tion d’une technique de re´duction du bruit, qui s’est ave´re´e ne´cessaire, au chapitre 3).
Nous introduisons ensuite les notions de re´ponse et de rapport signal-sur-bruit des
fluctuations thermiques du syste`me afin de montrer comment la conception des oscil-
lateurs me´caniques doit eˆtre oriente´e afin de favoriser au maximum la mesure de leurs
fluctuations thermiques (§§ 2.3.1 et 2.3.2).
Enfin, nous passons en revue les diffe´rents dispositifs de forc¸age du syste`me que
nous avons re´alise´s et teste´s (§§ 2.3.3, 2.3.4 et 2.3.5), et nous montrons que les me-
sures de fluctuations et de re´ponse effectue´es sont en excellent accord avec le the´ore`me
fluctuation-dissipation (§ 2.3.6).
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2.1 Syste`me de mesure : interfe´rome`tre haute pre´-
cision
Pour mesurer des de´placements subnanome´triques avec une bonne re´solution, nous
avons utilise´ un interfe´rome`tre diffe´rentiel inspire´ de la technique de Nomarski (1954
[Nom54, NW55, Nom56, Bel01, BCBG02, Bui03] ; voir aussi [Bob86, SA89, RMG89,
DW90, LK00, FTN95]). La fig. 2.2 reproduit le sche´ma optique du montage. Comme
nous allons le voir, l’avantage principal de ce dispositif de mesure re´side dans sa faible
sensibilite´ au bruit externe : les faisceaux de mesure n’e´tant se´pare´s que sur une faible
distance, toute fluctuation de leur trajet optique sur le reste du parcours est sans effet
sur les signaux de sortie des photodiodes.
2.1.1 Principe
Le faisceau lumineux provient d’un laser He-Ne (Melles Griot 05 STP903) de faible
puissance (1.5 mW), dont la longueur d’onde est stabilise´e a` λ = (632.8±10−6) nm ; ce
dernier peut eˆtre stabilise´ en fre´quence ou en intensite´1 (comme on le verra plus loin,
il est pre´fe´rable de le stabiliser en fre´quence).
On interpose entre sa sortie et le reste du montage un isolateur de Faraday (Co-
nOptics 711/720s, ∼ 4% de perte d’intensite´ lumineuse), qui empeˆche la propagation
de la lumie`re dans le sens du retour et permet d’e´viter toute de´stabilisation du laser
par une re´flexion parasite dans sa cavite´ optique. On entre alors dans une fibre optique
monomode, qui permet d’amener le faisceau de fac¸on souple jusqu’au montage expe´-
rimental. Cette dernie`re est biseaute´e a` une de ses extre´mite´s afin de minimiser toute
re´flexion dans le sens du retour.
Le faisceau e´mergent du noyau de la fibre est fortement divergent mais spatialement
tre`s propre. Il entre imme´diatement dans une lentille convergente, qui permet d’assurer
une focalisation ade´quate. Deux polariseurs (Glan Taylor / dichro¨ıque) viennent ensuite
fixer une polarisation line´aire du faisceau lumineux dans la direction xˆ + yˆ, de sorte
que son champ e´lectrique s’e´crit E = E0(xˆ+ yˆ), ou` E0 = E0 e
i(k·x−ωt), le vecteur d’onde
k e´tant orthogonal au plan de´fini par xˆ et yˆ.
Apre`s le passage dans un se´parateur de faisceau (Melles Griot 03PPW003, ∼ 50%
de perte d’intensite´ lumineuse a` chaque passage), la partie utile de la lumie`re arrive
sur une lame de Calcite (Melles Griot 03PPD012) dont les directions principales sont
xˆ et yˆ. En sortie de cet e´le´ment, on obtient deux faisceaux paralle`les, de polarisations
orthogonales et se´pare´s de 4 mm, qui vont se re´fle´chir sur deux miroirs inde´pendants.
Nous reviendrons en de´tail sur les objets qui peuvent eˆtre solidaires de ces miroirs.
L’ide´e a` retenir est qu’un miroir est solidement fixe´ sur un support immobile (un
support optique raide et stable) tandis que l’autre est solidaire d’un objet susceptible
de se de´placer sous l’effet des fluctuations thermiques et / ou d’une force applique´e : le
miroir fixe sert donc de re´fe´rence.
Le chemin optique de chaque rayon e´tant diffe´rent (du fait du mouvement libre
1Le faisceau e´mis par le laser a une polarisation line´aire dans un rapport > 1000 : 1, un diame`tre
de 0.5 mm et une divergence angulaire de 1.6 mrad.
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E0 eiϕ yˆ
E0 zˆ
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z
Miroirs
E0 xˆ+ E0 eiϕ yˆ
Lame quart d’onde (λ/4)
E0 zˆ + E0 ei(ϕ−pi/2) yˆ
Prisme de Wollaston
Prisme de Wollaston
Phd.
Phd.
E′0(1− ei[ϕ−pi/2])(zˆ − yˆ)E′0(1 + ei[ϕ−pi/2])(zˆ + yˆ)
E′0(1− eiϕ)(xˆ− yˆ)
E′0(1 + e
iϕ)(xˆ+ yˆ)
Fig. 2.1 – Fonctionnement de l’interfe´rome`tre diffe´rentiel. Le faisceau laser,
issu d’une fibre optique monomode, est initialement polarise´ dans la direction xˆ + yˆ.
Il traverse une lame de Calcite dont les directions principales sont xˆ et yˆ : on obtient
deux faisceaux paralle`les se´pare´s de 4 mm, de polarisations xˆ et yˆ, qui vont se re´fle´chir
sur deux miroirs inde´pendants. Du fait du mouvement libre d’un des deux miroirs, ils
se de´phasent de ϕ avant d’eˆtre recombine´s. L’analyse du faisceau obtenu est effectue´e a`
l’aide d’un prisme de Wollaston oriente´ a` 45◦ : l’intensite´ lumineuse des quatre rayons
obtenus est une fonction sinuso¨ıdale de ϕ. La lame quart d’onde permet de soustraire
π
2
a` ϕ afin de de´terminer cette dernie`re de manie`re univoque [modulo 2π, cf (2.2)].
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d’un des deux miroirs), il apparaˆıt une diffe´rence de marche δ entre ces derniers
avant que la lame de Calcite ne les recombine, et le champ lumineux s’e´crit au re-
tour E = E0 xˆ+E0 e
ikδ yˆ, ou` k = 2πn
λ
de´signe le module du vecteur d’onde et n l’indice
optique du milieu traverse´ par les faisceaux. Notons qu’aucune interfe´rence n’est encore
visible puisque la diffe´rence de marche intervient sur deux faisceaux de polarisations
orthogonales.
Apre`s qu’il ait traverse´ a` nouveau le cube se´parateur, le faisceau est redirige´ dans la
ligne d’analyse ; son champ e´lectrique s’e´crit alorsE = E0 zˆ+E0 e
iϕ yˆ, ou` ϕ = kδ = 2πn
λ
δ.
Un second cube se´parateur divise alors le faisceau et le dirige dans les deux bras de
l’interfe´rome`tre.
Dans le premier bras, le faisceau est se´pare´ par un prisme de Wollaston (Melles
Griot 03PPW003, ∼ 50% de perte d’intensite´ lumineuse) oriente´ a` 45◦ par rapport a`
la lame de Calcite : les rayons obtenus sont polarise´s suivant zˆ + yˆ et zˆ − yˆ, et leurs
champs respectifs s’e´crivent E1± = E ′0(1 + e
iϕ)(zˆ ± yˆ).
Dans le second bras, nous interposons une lame quart d’onde (λ/4) sur le tra-
jet du faisceau avant que ce dernier ne traverse un prisme de Wollaston : les rayons
obtenus sont polarise´s suivant xˆ + yˆ et xˆ − yˆ, et leurs champs respectifs s’e´crivent
E2± = E ′0(1− ei[ϕ−π/2])(xˆ± yˆ).
Les intensite´s lumineuses mesure´es par les deux photodiodes (photodiodes ava-
lanches Hamatsu S5344) de chaque bras s’e´crivent alors2
Ii± ∝ |Ei±|2 = I0
[
1± cos(ϕ+ ψi)
]
, (2.1)
ou` I0 = 2|E ′0|2 est l’intensite´ du champ lumineux incident, i = 1, 2 indice chaque bras
et ψi = −π2 δi,2.
Au moyen d’une e´lectronique de conditionnement adapte´e3, on peut finalement
mesurer le contraste4 entre les deux signaux issus de chaque paire de photodiodes
Ci ≡ Vi+ − Vi−
Vi+ + Vi−
= cos (ϕ+ ψi), (2.2)
que l’on peut aussi e´crire sous la forme complexe [BCBG02]
C ≡ C1 + iC2 = eiϕ. (2.3)
On remarquera qu’on s’affranchit ainsi des fluctuations d’intensite´ lumineuse du
laser : il est donc pre´fe´rable de stabiliser ce dernier en fre´quence.
Les relations (2.2) et (2.3) indiquent clairement qu’il est possible de de´terminer de
manie`re univoque (modulo 2π) le de´phasage ϕ (donc la diffe´rence de marche δ) entre
les deux faisceaux de mesure en mesurant simultane´ment les contrastes C1 et C2.
2Les photodiodes de´livrent un courant proportionnel a` l’intensite´ lumineuse.
3Qui transforme les courants de´livre´s par les photodiodes en tensions Vi± avec un gain modulable,
et re´alise la somme Vi+ + Vi−, la diffe´rence Vi+ − Vi− ainsi que le rapport Vi+−Vi−Vi++Vi− (il est ne´cessaire
que la somme Vi++Vi− soit comprise entre 2.5 et 10 V pour que le diviseur fonctionne correctement).
4Que l’on appelle aussi visibilite´ des franges [BW99, Hec80].
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Pour obtenir la diffe´rence de marche δ = λϕ
2πn
, il suffit en principe d’inverser la
relation (2.3). En pratique, cela de´pend de la carte d’acquisition que l’on utilise pour
mesurer les contrastes C1 et C2 : une telle inversion (nume´rique) peut effectivement eˆtre
re´alise´e si l’on dispose d’une carte d’acquisition ayant une re´solution suffisante (telle
une carte PXI National Instruments 24 bits, par exemple).
Ajoutons qu’un oscilloscope connecte´ en mode XY sur les sorties C1 et C2 de l’e´lec-
tronique de conditionnement (dont les offset auront e´te´ convenablement ajuste´s a` ze´ro)
doit afficher un cercle centre´ a` l’origine5, et permet de visualiser directement le de´pha-
sage ϕ. Par exemple, dans l’air (n = 1), un tour visualise´ a` l’oscilloscope correspond
a` une diffe´rence de marche δ = λ = 632.8 nm, soit un de´placement de 316.4 nm, en
tenant compte des trajets aller / retour du faisceau lumineux.
Les relations (2.2) et (2.3) indiquent en outre que la sensibilite´ |∂C/∂ϕ| de l’interfe´-
rome`tre est inde´pendante du de´phasage ϕ : du fait de la mesure simultane´e de cosϕ et
sinϕ, nous sommes toujours sensible aux variations de ϕ. Il s’agit d’un avantage de´cisif
par rapport a` des interfe´rome`tres du meˆme type ne disposant que d’un bras d’ana-
lyse, qui ne´cessitent un ajustement syste´matique de ϕ (au moyen d’un compensateur
de Babinet, par exemple ; cf the`se de L. Bellon, chap. 5 [Bel01]) afin de se placer au
maximum de la sensibilite´ de l’instrument.
En pratique, le de´placement mesure´ δ(t) correspond a deux mouvements distincts :
(i) d’une part, un mouvement lentement variable dans le temps, correspondant aux
de´rives thermiques du montage, aux relaxations du dispositif d’isolation du mon-
tage (cf § 2.1.2), au bruit environnemental lentement variable dans le temps trans-
mis au syste`me e´tudie´ (l’objet solidaire du miroir libre),
(ii) d’autre part, un mouvement ale´atoire fluctuant rapidement, notamment sous l’ef-
fet des fluctuations thermiques du syste`me e´tudie´.
Nous nous inte´ressons e´videmment a` ce de´placement ale´atoire fluctuant rapidement,
que nous notons x(t), et qui est en re`gle ge´ne´rale petit devant le de´placement lentement
variable, que nous notons ζ(t). Le de´placement mesure´ s’e´crit donc δ(t) = x(t) + ζ(t),
ou` x≪ ζ. De meˆme, le de´phasage mesure´ correspondant s’e´crit ϕ(t) = Φ(t) + η(t), ou`
Φ≪ η (phase ale´atoire fluctuant rapidement : Φ, phase lentement variable : η).
Dans le cas ou` les contrastes Ci(t) sont mesure´s au moyen d’une carte d’acquisition
disposant d’une re´solution suffisante pour qu’on puisse, comme nous l’avons indique´
plus haut, inverser nume´riquement la relation (2.3) afin d’obtenir directement le de´pla-
cement δ(t), il suffit de filtrer nume´riquement ce dernier respectivement passe-bas et
passe-haut afin d’obtenir ζ(t) et x(t).
Dans le cas contraire6, on peut de´terminer le de´placement fluctuant x(t) de la
manie`re suivante. Puisque Φ≪ η, on peut de´velopper le contraste (2.3) en tre`s bonne
approximation au premier ordre en Φ :
C(t) = ei[Φ(t)+η(t)] =
[
1 + iΦ(t) + . . .
]
eiη(t) ≡ δc(t) + c(t). (2.4)
5La relation (2.3) de´finit un cercle de rayon unite´ parame´tre´ par ϕ dans le plan (C1, C2).
6C’est le cas, par exemple, si l’on utilise une carte National Instruments SC-2040 16 bits, comple´te´e
d’un “sample & hold” National Instruments MI016.
34 Fluctuations dans des syte`mes hors d’e´quilibre
Fig. 2.2 – Interfe´rome`tre diffe´rentiel. Ces deux photographies du montage illustrent
la compacite´ du dispositif.
Le contraste se de´compose donc de manie`re similaire comme la somme d’une fonc-
tion lentement variable (c) et d’une fonction fluctuant rapidement (δc ≪ c). Pour
de´terminer x(t), il suffit d’acque´rir les contrastes Ci(t), au pre´alable amplifie´s et fil-
tre´s respectivement passe-bas et passe-haut (au moyen d’un filtre Stanford SR640, par
exemple) de fac¸on a` obtenir c(t) et δc(t). Le de´placement fluctuant x(t) s’obtient alors
d’apre`s [cf relations (2.3) et (2.4)]
δ(t) = −i δc(t)
c(t)
. (2.5)
Cette analyse ayant fait l’objet d’une publication [BCBG02], nous ne de´taillons
pas davantage l’extraction du de´placement x(t) ainsi que les imperfections d’un tel
traitement. Donnons plutoˆt une ide´e des performances de cet interfe´rome`tre et de
la fac¸on dont il faut l’isoler afin de minimiser autant que possible les contributions
lentement variables (ζ, η ou c) qui, on s’en doute, vont provenir essentiellement du
bruit environnemental lentement variable transmis au syste`me7.
2.1.2 Re´alisation expe´rimentale
La fig. 2.1 pre´sente une photographie de l’interfe´rome`tre. Nous avons re´alise´ un mon-
tage compact, qui permet une grande facilite´ d’emploi : une fois les nombreux re´glages
effectue´s (alignement et positionnement angulaire des diffe´rents e´le´ments, focalisation
des lentilles, etc.), le dispositif peut eˆtre de´place´ d’une expe´rience a` l’autre avec un
minimum de modifications. La lumie`re est par exemple apporte´e par une fibre optique,
il n’est donc pas ne´cessaire de re´aligner le laser. De meˆme, la position des diffe´rents
composants optiques est fixe´e une fois pour toutes et il n’est pas utile de l’optimiser a`
chaque nouvelle expe´rience.
Pour estimer le bruit de fond de l’interfe´rome`tre, on interpose sur le trajet des
deux faisceaux en sortie de la lame de Calcite un miroir fixe´ sur un support optique
7Nous verrons au chap. 3 une technique de re´duction du bruit qui permet de s’affranchir presque
inte´gralement de ces perturbations fort geˆnantes.
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Fig. 2.3 – Ligne de bruit de l’interfe´rome`tre. (i) : “Performance” de l’interfe´ro-
me`tre en l’abscence de tout dispositif d’isolation du montage. (ii) : Nous repre´sentons
trois spectres obtenus de trois manie`res diffe´rentes. La ligne alterne´e correspond a` une
isolation de l’interfe´rome`tre re´alise´e au moyen d’un dispositif commercial d’isolation
actif ([Fon05], cf chap. 3). Les deux autres spectres correspondent a` une isolation de
l’interfe´rome`tre re´alise´e au moyen d’un pendule inverse´ amorti (ligne continue : suspen-
sion du montage re´alise´e au moyen d’un dispositif de roulement a` billes a` deux axes,
ligne en pointille´s : suspension du montage re´alise´e au moyen d’un fil de torsion).
raide et stable, dont les re´sonances me´caniques sont e´leve´es par rapport a` la gamme
de fre´quences que nous de´sirons e´tudier, qui sera en re`gle ge´ne´rale de l’ordre de [0, 500]
Hz. Le bruit mesure´ refle`tera le bruit (i) de polarisation du laser, (ii) des photodiodes,
(iii) de l’e´lectronique de conditionnement, (iv) des composants optiques ainsi que de
leurs supports me´caniques.
En principe, une telle mesure ne doit pas eˆtre sensible au bruit environnemental ;
ne´anmoins, l’expe´rience a montre´ que ce n’e´tait en re`gle ge´ne´rale pas le cas (et une
bonne partie de mon travail a consiste´ a` tenter de s’affranchir de cette source d’ennuis) :
l’expe´rience est en quelque sorte “victime” des ordres de grandeurs qu’elle pre´tend
sonder.
Il faut donc ajouter a` ces diffe´rentes sources de bruit le bruit environnemental, qui
peut eˆtre minimise´ dans des conditions de travail optimales ainsi qu’avec des dispositifs
d’isolation du montage adapte´s (nous reviendrons en de´tail sur ce point a` plusieurs
reprises).
La fig. 2.3(i) donne une ide´e des performances de notre instrument de mesure8 : en
l’abscence de tout dispositif d’isolation du montage (la suspension pneumatique de la
table optique est de´gonfle´e), la situation est catastrophique. En revanche, une fois le
montage comple`tement isole´ [fig. 2.3(ii), cf § 2.2 pour l’isolation du montage], le bruit
de fond se situe aux alentours de 10−13 m/
√
Hz ; seuls subsistent les re´sonances de la
table optique (3-5 Hz verticalement et 21-25 Hz horizontalement) ainsi que le bruit
e´lectrique a` 50 Hz et ses harmoniques.
Une optimisation minutieuse du positionnement de chaque composant optique, de
8Obtenues comme c’est indique´ plus haut dans ce paragraphe.
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l’intensite´ lumineuse [et donc du gain de l’e´lectronique de conditionnement9, dont de´-
pend le contraste (2.2)] ainsi que l’utilisation d’une technique de re´duction de bruit
(cf chap. 3) permettent meˆme d’atteindre une ligne voisine de 5× 10−14 m/√Hz sur la
quasi-totalite´ de la bande de fre´quences e´tudie´e.
Devant une telle pre´cision, on est en droit de se demander si une approche classique
est bien justifie´e, les de´placements mesure´s e´tant infe´rieurs a` la taille d’un atome. Ce
serait oublier que le faisceau a une extension late´rale importante (de l’ordre de 10−4
m) : la mesure repre´sente donc la position moyenne d’une surface compose´e de l’ordre
de 1012 atomes. D’ailleurs, si l’on tente de former l’action10 correspondant a` la mesure
de la fig. 2.3(ii) en prenant pour masse du miroir m ∼ 0.1-10 g, longueur et temps
caracte´ristiques du de´placement de ce dernier l ∼ 10−13 m et t−1 ∼ 100-1000 s−1, il
apparaˆıt clairement que S ∼ 10−28-10−25 J s≫ ~ ∼ 10−34 J s. Une approche quantique
n’est donc pas ne´cessaire dans cette e´tude.
Nous disposons donc d’un outil de mesure pour mesurer des de´placements exteˆme-
ment faibles. Voyons maintenant comment nous avons obtenu le spectre qu’indique la
fig. 2.3(ii) en isolant le montage.
2.2 Isolation du montage
Comme le montre clairement la fig. 2.3(i), mesurer les fluctuations thermiques d’un
syste`me physique (l’objet solidaire du miroir libre) sans que l’ensemble du montage
soit pourvu d’un dispositif d’isolation efficace rele`ve du fantasme. En effet, le spectre
qu’indique la fig. 2.3(i) devrait eˆtre absolument plat. A vue de nez, la situation ne peut
gue`re s’ame´liorer si l’on interpose un objet libre sur le trajet d’un des deux faisceaux de
l’interfe´rome`tre ; d’ailleurs, celui-ci amplifie en re`gle ge´ne´rale de manie`re non controˆle´e
le bruit de l’environnement (dans certaines gammes de fre´quences seulement).
Afin de re´duire l’influence du bruit environnemental sur nos mesures, il a donc e´te´
ne´cessaire de re´aliser plusieurs dispositifs d’isolation et d’amortissement du syste`me. En
outre, comme nous le de´taillerons au chapitre 3, une technique de re´duction du bruit a
e´te´ mise au point dans le but de de´terminer en temps re´el l’influence du bruit environne-
mental sur le de´placement mesure´. Outre le confort qu’elle apporte aux mesures, cette
technique s’est re´ve´le´e indispensable dans notre tentative de mettre en e´vidence une
intermittence des fluctuations thermiques du syste`me (cf the`se de L. Buisson, chap. 5
[Bui03]).
S’affranchir du bruit environnemental au sous-sol de l’Ecole n’a pas e´te´ une mince
affaire. Cette dernie`re a en effet e´te´ le lieu d’un chantier durant plus de la moitie´ de ma
the`se (construction d’un nouveau baˆtiment, le LR6, avec parking souterrain). En outre,
l’Ecole se situe au voisinage direct d’une zone industrielle, de nombreuses pompes s’ali-
9Plus on amplifiera les signaux de´livre´s pas les photodiodes, moins le bruit introduit dans (2.2)
sera ne´gligeable. C’est pour cette raison que nous utilisons des photodiodes avalanches, dont le signal
de sortie est important et ne´cessite peu d’amplification.
10[action] =ML2T−1.
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mentent en permanence dans les nappes phre´atiques pre´sentes sur le site, et le me´tro
est a` proximite´. Enfin, la salle d’expe´rience se situe pre´cise´ment en face d’une souf-
flerie (naturellement mal isole´e) qui alimente pas moins de deux baˆtiments de l’Ecole
en eau chaude, et se trouve eˆtre la voisine de la salle d’expe´rience de J.-F. Pinton et
R. Volk (qui s’e´quipent de casques anti-bruit durant leurs mesures). Ces deux dernie`res
sources de bruit11, outre les perturbations me´caniques et acoustiques qu’elles ge´ne`rent,
ont pour inconve´nient supple´mentaire de perturber le re´seau e´lectrique et de ge´ne´rer
un bruit e´lectrique (50 Hz et ses multiples) non ne´gligeable a` l’e´chelle des mesures que
nous voulons re´aliser, du fait de leur forte consommation en e´nergie. Toutes les sources
de bruit mentionne´es de´favorisent largement toute mesure de fluctuation thermique.
Un effort conside´rable a donc e´te´ porte´ vers la re´alisation de dispositifs d’isolation du
montage, et il sera probablement ne´cessaire de raffiner ceux qui ont e´te´s mis en place
si l’on tient a` re´aliser des mesures plus robustes vis-a`-vis du bruit environnemental,
voire faire refaire en be´ton les cloisons de la salle d’expe´rience et rendre ces dernie`res
aphoniques (ainsi que celles de la souﬄerie).
Un simple coup d’œil sur les ordres de grandeurs qu’indique la fig. 2.3(ii) permet de
mieux comprendre le challenge technologique dont il s’agit : a` ce niveau de pre´cision,
toute mesure devient sensible a` la moindre perturbation provenant de l’environnement,
en de´pit des avantages manifestes de notre dispositif de mesure.
Ces perturbations externes sont essentiellement de trois types : (i) me´caniques,
transmises par les supports du montage, (ii) acoustiques, transmises par l’ensemble
du montage, (iii) particulaires, transmises par les grains de poussie`re susceptibles de
traverser le chemin des faisceaux laser.
Les vibrations me´caniques sont en fait la principale source d’ennuis. Pour les limiter,
nous avons re´alise´ un dispositif d’isolation passif a` trois e´tages, repre´sente´ sur la fig. 2.4.
Le premier e´tage est constitue´ d’une table optique (avec un plateau en nids d’abeilles
et des capteurs magne´tiques, assurant la stabilisation du plateau sur une position
d’e´quilibre en e´vitant tout frottement solide avec ce dernier, Melles Griot Small Table
Support System 07OFA Series Active Isolation) pose´e sur ses amortisseurs pneuma-
tiques. Ce syste`me d’isolation classique dans les montages optiques assure un filtrage
des vibrations dont les fre´quences sont supe´rieures a` 3-5 Hz verticalement et 21-25 Hz
horizontalement.
Ces fre´quences de re´sonance de la table sont malheureusement assez ennuyeuses
pour nos mesures. Aussi, nous avons conc¸u un deuxie`me e´tage d’isolation qui consiste
en un pendule, dont la fre´quence de re´sonance est plus basse encore.
Ce pendule (cf fig. 2.4) est re´alise´ au moyen de deux barres en acier harmonique12
de longueur, largeur et e´paisseur respectives l = 1 m, a = 38 mm et b = 4 mm, dispo-
se´es “en V ” et e´carte´es d’environ 80 cm au niveau de leur encastrement, a` l’extre´mite´
desquelles est suspendu, via de petites chaˆınettes, le montage qui se trouve solidement
fixe´ sur un plateau. Avec une hauteur disponible de L = 1.4 m et une masse suspendue
11La vraie source d’ennuis est la souﬄerie, qui fonctionne en continu toute la journe´e.
12Encore appele´ acier a` ressort, de module d’Young E ≃ 220 × 109 Pa et de densite´ ρ ≃ 7.8 ×
103 kgm−3.
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Table
optique
Suspension
pneumatique
Laser + isolateur
de Faraday
Boˆıte plexiglas
+ mousse acoustique
“Quille” + poids
Barres d’acier en flexion
Fil d’acier
Aimants
Mesure
Baˆtiment
g
Chaˆınettes
Fig. 2.4 – Dispositif d’isolation du montage. Fig. de gauche : sche´ma des diffe´-
rents e´tages d’isolation du montage (le dessin n’est pas a` l’e´chelle). Fig. de droite :
photographie du montage (la mousse acoustique est absente). On conc¸oit facilement
que l’ensemble des dispositifs d’isolation porte le barycentre du montage bien au dessus
du niveau du plateau de la table optique.
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Fig. 2.5 – Suspension du montage au moyen d’un fil de torsion amorti. Un
disque d’aluminium solidaire du fil de torsion est place´ dans les entrefers de deux
aimants. Les courants de Foucaults induits dans le disque amortissent ainsi les petites
oscillations du syste`me suspendu au bout du fil (tire´ de [LT82, OR94]).
m ≃ 15 kg, on obtient un filtrage des modes horizontaux et verticaux13 de`s 0.5 Hz et
0.8 Hz, respectivement.
Afin d’atte´nuer les e´ventuelles composantes haute fre´quence du bruit, nous avons
dispose´ des plots caoutchoute´s sur les barres d’acier en flexion ainsi qu’a` la base du
plateau suspendu aux extre´mite´s des chaˆınettes.
La jonction entre les barres d’acier et les chaˆınettes est re´alise´e au moyen d’un sys-
te`me de roulements a billes a` deux axes, sandwiche´ entre des plaques de caoutchouc, qui
assure l’alignement du montage sur le champ de gravitation. Ce syste`me (qui a ne´an-
moins donne´ d’excellent re´sultats) a pour inconve´nient majeur la rapide de´te´rioration
des roulements a` billes (auquel cas les spectres de fluctuation se de´te´riorent e´videm-
ment), qui est due au fait qu’on les force a` travailler sur un point de fonctionnement
statique.
Une solution plus performante (et plus durable) consiste a` utiliser un fil de torsion14
encastre´ dans deux tiges en acier, qui permettent l’accrochage du montage de part et
d’autre du fil, comme l’indique la fig. 2.5 (des plots caoutchoute´s flexibles solidaires
d’une des tiges se vissent sur les barres d’acier et permettent un bon alignement du
montage sur le champ de gravitation). C’est d’ailleurs ce type de dispositif qui est utilise´
dans les expe´riences a` la Cavendish /Eo¨tvo¨s, ou` l’on cherche notamment a` de´terminer
la constante de gravitation G [LT82, OR94].
Section et longueur du fil15, qui ne filtre pas les modes verticaux du bruit, ont
e´te´ choisies de fac¸on a` ce que sa re´sonance verticale soit repousse´e aux environs de la
13Les fre´quences de re´sonance horizontale et verticale du syste`me sont donne´es respectivement par
ω0,h =
√
g/L et ω0,v =
√
k/m, ou` k ≃ 2 × Eab34l3 = 2 × 133.76 = 267.52 Nm−1 (les deux barres en
flexion, de raideur k chacune, sont grosso modo e´quivalentes a` deux barres en paralle`le de raideur
e´quivalente 2k) [Bal01, LL86].
14Une fois de plus en acier harmonique.
15Le fil a pour longueur et diame`tre respectifs l = 10 cm et ∅ = 1.5 mm.
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centaine de kHz, afin de ne pas perturber la mesure16. Enfin, soumis a` la charge du
montage, ce fil a une fre´quence de re´sonance (de rotation) voisine du dixie`me de Hz et
constitue le troisie`me e´tage du dispositif d’isolation.
Dans la mesure ou` le bruit acoustique s’est ave´re´ de plus en plus pre´occupant au
fur et a` mesure de la progression de ma the`se, nous avons enferme´ la quasi-totalite´ du
montage dans une boˆıte en plexiglas reposant sur le plateau de la table optique, et dont
les faces inte´rieures sont tapisse´es de mousse acoustique afin d’atte´nuer toute influence
du bruit acoustique17. En outre, ce dispositif e´vite que le plateau sur lequel repose
l’interfe´rome`tre ne “prenne directement des coups”, du fait d’une onde de pression par
exemple. Nous avons aussi calfeutre´ de mousse acoustique les chambranles des portes
de la salle d’expe´rience (cela apporte une ame´lioration notable).
Pour atteindre la ligne de bruit repre´sente´e sur la fig. 2.3(ii), il a fallu disposer une
boˆıte supple´mentaire en plexiglas tapisse´e de mousse acoustique sur le plateau solidaire
de l’interfe´rome`tre, de fac¸on a` atte´nuer davantage le bruit acoustique et a` prote´ger le
montage des particules de poussie`re susceptibles de traverser les faisceaux laser.
L’ensemble des dispositifs cite´s porte le barycentre du montage bien au dessus du
niveau du plateau de la table optique. Aussi, nous avons muni ce dernier d’un plateau
qui lui est rigidement lie´ et sur lequel sont dispose´s une cinquantaine de kg (cf fig. 2.4).
Cette “quille” a pour effet de diminuer l’amplitude des petites oscillations du plateau
solidaire de l’interfe´rome`tre autour de sa position d’e´quilibre lorsque l’ensemble du
montage est sollicite´ par une perturbation exte´rieure.
La dernie`re e´tape consiste a` amortir les petites oscillations du plateau solidaire de
l’interfe´rome`tre autour de sa position d’e´quilibre. Quatre aimants18 sont dispose´s a` cet
effet entre le plateau de la table optique, dont il sont solidaires, et le plateau sur lequel
repose le syste`me de mesure, de fac¸on a` ce que les courants de Foucault (cf Annexe A)
induits dans le me´tal de ce dernier dissipent de l’e´nergie et amortissent ainsi le syste`me
(cf fig. 2.4). La distance entre la face supe´rieure des aimants et la face infe´rieure du
plateau sur lequel repose l’interfe´rome`tre est toujours . 5 mm, de fac¸on a` ce que les
courants de Foucaults amortissent assez rapidement les petites oscillations du montage.
Une ame´lioration possible de ce dispositif d’amortissement est repre´sente´e sur la
fig. 2.5. Il s’agit de disposer sur le chemin du fil de torsion un disque d’aluminium et de
placer ce dernier dans les entrefers de deux aimants, de fac¸on a` y induire des courants
de Foucaults et d’amortir davantage les petites oscillations du syste`me suspendu au
bout du fil.
Signalons enfin qu’un dispositif d’isolation de type “plateau magne´tique” a aussi e´te´
re´alise´ (d’apre`s [PF02]) et teste´. Ce dispositif est sche´matise´ sur la fig. 2.6 : il s’agit d’un
plateau mobile, solidaire du dispositif de mesure, sur lequel sont fixe´s quatre aimants
16Les fre´quences de re´sonances longitudinales de cet objet, conside´re´ comme e´tant encastre´ a` ses
extre´mite´s, valent ωn =
npi
l
√
E/ρ, soit 266 kHz pour la plus basse d’entre elles [LL86].
17En l’abscence de mousse acoustique, nous avons naturellement des modes ωn ∼ 1/L, ou` L de´signe
la dimension carate´ristique de la boˆıte.
18En Ne´odyme-Fer-Bore, de champ magne´tique ∼ 1000 Gauss a` une distance d’environ 1 mm.
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Fig. 2.6 – Plateau magne´tique. Fig. de gauche : quatre paires d’aimants en re´pulsion
font le´viter un plateau libre sur lequel repose le dispositif de mesure. Fig. de droite :
quatre ergots bloquent le mouvement libre du plateau dans le plan horizontal. Ces
derniers peuvent eˆtre remplace´s par des paires supple´mentaires d’aimants en re´pulsion,
ou par des tiges rectifie´es sur lesquelles vient s’ajuster le plateau (voir le texte, tire´ de
[PF02]).
couple´s de manie`re re´pulsive a` quatre autres aimants, solidaires d’un autre plateau
fixe (dans notre cas, le plateau de la table optique), les aimants se faisant face deux
a` deux. Malheureusement, ce dispositif s’est re´ve´le´e fort instable, et ce meˆme si l’on
augmente le nombre d’aimants qui se font face et si l’on dispose des paires d’aimants
en re´pulsion supple´mentaires le long du contour du plateau mobile, afin de bloquer
l’instabilite´ horizontale de ce dernier.
Nous avons tente´ d’ame´liorer ce dispositif en bloquant le mouvement horizontal
du plateau libre au moyen de tiges rectifie´es sur lequelles vient s’ajuster ce dernier
(des trous sont alors pratique´s a` chacun de ses coins), tout en conservant les paires
d’aimants dans la direction verticale. Des roulements a` billes assurent le mouvement
libre du plateau dans la direction verticale. Une fois encore, ce dispositif fait les frais
des roulements a` billes, dont on sent cette fois-ci la rugosite´.
Une alternative consiste a` remplacer ces derniers par des joints toro¨ıdaux, de fac¸on
a` ce que les petites oscillations du plateau autour de sa position d’e´quilibre fassent
jouer l’e´lasticite´ du caoutchouc. En pratique, les performance de ce dispositif sont bien
en dessous de celles de notre pendule me´canique : manifestement, les frottements ainsi
que le stickslip sont loin d’eˆtre ne´gligeables (du moins au niveau des de´placements que
nous de´sirons mesurer, soit ∼ 10−13-10−12 m).
Une ultime tentative de type “nautique”19, encore infructueuse et que nous ne de´-
taillerons pas, a consiste´ a` placer le dispositif de mesure sur un plateau libre muni d’une
“quille”, en flotaison a` la surface d’un liquide.
Pour conclure, l’ensemble des dispositifs d’isolation retenus fonctionne de manie`re
optimale quand la connectique de l’interfe´rome`tre20 et du syste`me sur lequel on de´sire
19Que je dois a` L. Bellon, et qui nous a tous bien fait rire.
20C’est-a`-dire les caˆbles qui connectent les photodiodes de l’interfe´rome`tre a` son e´lectronique de
mesure.
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re´aliser une mesure21 ne contraint pas la position d’e´quilibre du plateau sur lequel re-
pose l’ensemble du syste`me. Tout caˆble partant du plateau solidaire de l’interfe´rome`tre,
couplant ce dernier avec la table optique, doit donc eˆtre soigneusement positionne´ de
fac¸on a` ce que la position d’e´quilibre dudit plateau soit la meˆme avec ou sans connec-
tique. Il en va naturellement de meˆme pour la fibre optique.
Il est remarquable d’observer que les performances de notre dispositif d’isolation,
essentiellement passif, sont supe´rieures a` celles d’un dispositif d’isolation actif commer-
cial, de couˆt fort e´leve´ en ge´ne´ral (cf fig. 2.3)(ii). Celles-ci peuvent eˆtre pousse´es encore
plus loin (a` moindres frais) si l’on e´quipe le montage d’un dispositif de re´duction du
bruit, qui mesure localement et en temps re´el le bruit environnemental transmis au
syste`me (cf chap. 3).
Nous disposons donc d’un outil de mesure ope´rationnel pour mesurer les fluctuations
thermiques de petits oscillateurs me´caniques a` l’e´quilibre.
2.3 Un oscillateur macroscopique sensible a` kBT
Nous avons vu au paragraphe pre´ce´dent que nous disposons d’un syste`me de de´-
tection fiable, sensible et correctement isole´ du bruit environnemental (nous remettons
l’exposition d’une technique de re´duction du bruit, qui s’est ave´re´e ne´cessaire, au cha-
pitre 3). Il nous faut maintenant un syste`me physique (l’objet solidaire du miroir libre)
suffisamment bien controˆle´, dont les spectres de fluctuation a` l’e´quilibre sont en plein
accord avec le the´ore`me fluctuation-dissipation (abre´ge´ TFD).
Les objets dont nous allons e´tudier les fluctuations thermiques sont de “petits”
oscillateurs me´caniques macroscopiques. L’e´tude expe´rimentale de leurs fluctuations
requiert les points suivants :
(i) mode´liser simplement la dynamique de ces oscillateurs afin d’avoir une expression
analytique de leurs spectres de fluctuation a` l’e´quilibre ainsi que de leur re´ponse
a` une sollicitation externe, que l’on puisse comparer aux mesures (§ 2.3.1),
(ii) optimiser le jeu de parame`tres qui caracte´rise ces oscillateurs, afin de favoriser au
maximum la mesure de leurs fluctuations thermiques a` l’e´quilibre (§ 2.3.2),
(iii) forcer ces oscillateurs afin de mesurer leur re´ponse (§§ 2.3.3,2.3.4 et 2.3.5),
(iv) calibrer la force ainsi applique´e au syste`me, afin de tenter une ve´rification du
TFD (§ 2.3.6).
Nous ferons un certain nombre d’hypothe`ses, comme par exemple la line´arite´ de
l’e´quation du mouvement du syste`me, que justifiera a posteriori l’expe´rience.
2.3.1 Fluctuations et re´ponse d’un oscillateur
Les objets dont nous allons e´tudier les fluctuations thermiques a` l’e´quilibre sont
de “petits” oscillateurs me´caniques macroscopiques : la fig. 2.7 en donne une ide´e tre`s
21Comme on le verra aux §§ 2.3.3 et 2.3.4, il s’agit des caˆbles qui permettent d’alimenter l’oscillateur
en courant ou en tension afin de lui appliquer une force.
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Fig. 2.7 – Fluctuations d’un oscillateur a` l’e´quilibre. Ce sche´ma donne une ide´e
tre`s ge´ne´rale des syste`mes e´tudie´s : il s’agit d’oscillateurs a` un degre´ de liberte´ dont le
centre de masse fluctue autour de sa position d’e´quilibre moyenne x0, sous l’effet d’une
force ale´atoire ε(t). Fint(t) de´signe la force instantane´e due au milieu environnant, et
−kx(t) la force de rappel instantane´e de l’oscillateur (loi de Hooke).
ge´ne´rale. Plus concre`tement, il s’agira d’oscillateurs en flexion ou en torsion, amortis
par la viscoe´lasticite´ du mate´riau constituant l’oscillateur et / ou la viscosite´ d’un fluide
environnant, comme l’indiquent plus loin les figs. 2.9 et 2.10.
Sous l’effet des fluctuations thermiques, que nous mode´lisons par une force ale´atoire
ε(t), le centre de masse de l’oscillateur fluctue autour de sa position d’e´quilibre moyenne
x0 ; nous notons x(t) ces petits e´carts ale´atoires a` x0.
Nous de´signons par Fint(t) la force instantane´e due au milieu environnant : cette
dernie`re traduit la re´ponse du milieu environnant aux petits de´placements x(t) de
l’oscillateur, ce dernier subissant par ailleurs la traditionnelle force de rappel −kx(t)
(loi de Hooke). Intrinse`quement, l’oscilllateur est donc assimile´ a` un syste`me e´lastique
line´aire.
L’e´quation des petits mouvements de x(t) autour de la position d’e´quilibre moyenne
x0 s’e´crit dans le re´fe´rentiel d’inertie du syste`me
mx¨(t) + kx(t)− Fint
[
x(t)
]
= ε(t). (2.6)
Naturellement, dans le cas d’un oscillateur en torsion, nous e´crirons l’e´quation des
petits mouvements angulaires de θ(t) autour de la position d’e´quilibre moyenne θ0
Iθ¨(t) + Cθ(t)−Mint
[
θ(t)
]
= ξ(t), (2.7)
ou` I, C, Mint et ξ(t) de´signent respectivement le moment d’inertie, le coefficient de
torsion, le moment de force ainsi que le bruit.
Les e´quations (2.6) et (2.7) e´tant strictement identiques, nous conserverons la forme
(2.6) ou` x de´signera indiffe´remment une de´flexion ζ ou un angle θ, m une masse ou un
moment d’inertie, k une constante de rappel ou une constante de torsion, Fint une force
ou un moment de force, et ε(t) une force ou un moment de force fluctuant au hasard.
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Typiquement, dans le cas ou` l’oscillateur est immerge´ dans un fluide, la force Fint se
moyenne aux temps longs a` la force de frottement visqueux usuelle −ηx˙, ou` η de´signe
le coefficient de viscosite´ du fluide22.
Ceci e´tant, la raideur d’un oscillateur viscoe´lastique23 immerge´ dans un fluide, in-
te´grant les effets de Fint, s’e´crit fre´quentiellement
24
kˆ = k′ − i(k′′ signω + ηω), (2.8)
ou` k′ et k′′ de´signent respectivement les raideurs purement e´lastique et purement dissi-
pative de l’oscillateur (naturellement, on posera η = 0 si ce dernier n’est pas immerge´).
Dans ce cas, l’e´quation (2.6) des petits mouvements de x(t) autour de la position
d’e´quilibre moyenne x0 s’e´crit
mx¨(t) +
∫
K(t− t′) x˙(t′) dt′ + k′x(t) = ε(t), (2.9)
ou` K de´signe le “noyau me´moire” du syste`me.
Dans le cas d’un oscillateur purement e´lastique amorti par la viscosite´ η d’un fluide,
nous avons simplement K(t) = ηδ(t). Dans le cas d’un oscillateur viscoe´lastique, l’ex-
pression du noyau K(t) se complique singulie`rement (mais ne pose aucune difficulte´
dans le domaine fre´quentiel).
La forme (2.9) de´crira bien l’ensemble des configurations expe´rimentales qui seront
envisage´es par la suite.
Expe´rimentalement, nous mesurerons donc les petits de´placements ale´atoires x(t)
de l’oscillateur autour de sa position d’e´quilibre moyenne x0. Afin de de´terminer les
proprie´te´s dynamiques du syste`me et d’obtenir une expression analytique des petits
de´placements x(t) a` l’e´quilibre, notamment de leur densite´ spectrale 〈|xˆ(ω)|2〉, il est
ne´cessaire d’introduire la notion de re´ponse du syste`me a` une sollicitation exte´rieure.
Notion de re´ponse
Afin de de´terminer les proprie´te´s dynamiques du syste`me, on utilise en pratique le
proce´de´ repre´sente´ sur la fig. 2.8(i).
Supposons que l’oscillateur est sollicite´ jusqu’a` l’instant t = 0 par une force exte´-
rieure constante Fext(t) 6= 0, telle que le de´placement x(t) = Φ[Fext(t)] fluctue autour
de sa position d’e´quilibre moyenne x′0. Si l’on annule la force Fext(t) aux instants ulte´-
rieurs, x(t) relaxera en re`gle ge´ne´rale vers sa position d’e´quilibre moyenne x0 de manie`re
exponentielle (avec e´ventuellement des oscillations amorties), et en un laps de temps
que l’on identifiera grosso modo au temps de relaxation du syste`me τrelax.
22Ce dernier est relie´ au coefficient cine´matique de viscosite´ ν = η/ρ, ou` ρ de´signe la densite´ du
fluide ([η] =ML−1T−1 = [pression]× T tandis que [ν] = L2T−1).
23Au sujet de la viscoe´lasticite´, voir les re´fe´rences [Fer80, BAH87, BCAH87, MRW91].
24La transformation de Fourier est de´finie par fˆ(ω) =
∫∞
−∞ f(t) e
iωt dt et f˜(ν) =
∫∞
−∞ f(t) e
i2piνt dt,
ou` ν de´signe la fre´quence et ω = 2πν la pulsation (ou fre´quence angulaire), ce que nous noterons aussi
f
F7→ fˆ ou f F7→ f˜ .
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x′0
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Fext(t) = const 6= 0 Fext(t) = 0
Equilibre
Equilibre
Fig. 2.8 – Relaxation d’un oscillateur. (i) : Sous l’effet d’une force Fext = const 6= 0
aux instants t < 0, le de´placement x fluctue autour de sa position d’e´quilibre moyenne
x′0. Si l’on annule Fext aux instants ulte´rieurs, le syste`me relaxe, via un re´gime transi-
toire, vers sa position d’e´quilibre moyenne x0, en un laps de temps que l’on identifie au
temps de relaxation du syste`me (les fluctuations de x ne sont pas repre´sente´es). (ii) :
Relaxation de la solution x de (2.9) dans le cas purement visqueux (γ < ω0).
Par exemple, dans le cas d’un oscillateur harmonique (non viscoe´lastique) immerge´ dans un
fluide faiblement visqueux, la solution moyenne de (2.9) s’e´crit x(t) =
(
x0 cos (at) + a
−1(γx0 +
x˙0) sin (at)
)
e−γt aux instants t > 0, ou` a =
√
ω20 − γ2 et γ = τ−1relax = η/2m, ω0 =
√
k/m de´si-
gnant la fre´quence de re´sonance de l’oscillateur libre a` vide [x0 = x(0) et x˙0 = x˙(0)].
En pratique, on de´termine le temps de relaxation τrelax de l’oscillateur en mesurant la largeur de
ligne25 ∆ν0 = 2/τrelax du spectre de fluctuation
√〈|x˜(ν)|2〉. Pour la plupart de nos expe´riences, on
pourra conside´rer que l’oscillateur atteint un e´tat d’e´quilibre de`s ∼ 2 τrelax [cf fig. 2.8(ii)].
Il est possible de montrer qu’on peut e´crire la relation entre l’excitation Fext(t) et
la re´ponse x(t) de fac¸on tout a` fait ge´ne´rale26
x(t) =
∫
χ(t, t′)Fext(t′) dt′ +
∫
ψ(t, t′, t′′)Fext(t′)Fext(t′′) dt′dt′′ + . . . (2.10)
Dans le cas ou` l’on ne retient que le terme line´aire en Fext dans le de´veloppement
(2.10), si ce dernier est non nul et dans le cas ou` les autres sont nuls ou ne´gligeables,
la re´ponse du syste`me est line´aire en Fext. A la limite ou` l’excitation tend vers ze´ro, la
re´ponse χ est donc une proprie´te´ intrinse`que du syste`me (ne de´pendant pas de Fext),
caracte´risant les proprie´te´s dynamiques de ce dernier.
Si le syste`me est stationnaire, comme c’est le cas des syste`mes isole´s et / ou a` l’e´qui-
libre, c’est-a`-dire si χ(t, t′) = χ(t− t′), la relation (2.10) entre re´ponse et excitation se
met sous la forme d’un produit de convolution27
x(t) = (χ ∗ Fext)(t) ⇐⇒ xˆ(ω) = χˆ(ω) Fˆext(ω). (2.11)
25Cette dernie`re s’obtient en mesurant les fre´quences ν et ν+∆ν0 correspondant a` une amplitude du
spectre de fluctuation
√
(〈|x˜(ν0)|2〉/2). L’acuite´ de la re´sonance de l’oscillateur est parfois caracte´rise´e
par le facteur de qualite´ Q = mω0/η = ω0/2γ = ω0τrelax/2 [Pe´r61, DBF
+89].
26On peut la voir comme un de´veloppement de Taylor de l’application Φ autour de Fext = 0.
27Le produit de convolution est de´fini par (f ∗ g)(t) = ∫∞−∞ f(t′) g(t− t′) dt′.
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La forme fre´quentielle (2.11) indique clairement qu’il est possible de mesurer la
re´ponse χˆ du syste`me en appliquant un bruit blanc Fˆext a` l’oscillateur
28, auquel cas le
de´placement mesure´ xˆ est directement proportionnel a` la re´ponse (nous verrons plus
loin comment cela peut eˆtre re´alise´ expe´rimentalement).
Enfin, il est possible d’obtenir l’expression analytique des fluctuations de x a` l’e´qui-
libre en invoquant le the´ore`me fluctuation-dissipation (abre´ge´ TFD [Cal85, LL94, dGM84]),
qui relie la densite´ spectrale des fluctuations de x a` l’e´quilibre 〈|xˆ|2〉 a` la re´ponse du
syste`me selon
〈|xˆ|2〉 = 2kBT
ω
Im χˆ, (2.12)
ou` kB de´signe la constante de Boltzmann et T la tempe´rature du syste`me (qui, par
ailleurs, est e´gale a` celle du bain environnant). Expe´rimentalement, nous ne nous inte´-
ressons qu’aux fre´quences positives ; dans ce cas29
〈|xˆ|2〉 = 4kBT
ω
Im χˆ pour ω > 0. (2.13)
Comme nous l’avons mentionne´ en de´but de paragraphe, l’ensemble des configura-
tions expe´rimentales e´tudie´es sera bien de´crit fre´quentiellement par une raideur com-
plexe kˆ = k′ − i(k′′ + ηω) [cf relation (2.8)], ou` k′, k′′ et η de´signent respectivement
les raideurs purement e´lastique et purement dissipative de l’oscillateur ainsi que le co-
efficient de viscosite´ du fluide (si l’oscillateur est immerge´). En appliquant une force
Fext a` l’oscillateur, la relation (2.9) s’e´crit donc fre´quentiellement d’une force applique´e
exte´rieure Fext [−mω2 + k′ − i(k′′ + ηω)]xˆ = Fˆext. (2.14)
Dans ce cas, la re´ponse du syste`me a pour expression
χˆ =
1
−mω2 + k′ − i(k′′ + ηω) , (2.15)
et le spectre des fluctuations de x a` l’e´quilibre s’e´crit
〈|xˆ|2〉 = 4kBT
ω
k′′ + ηω
(−mω2 + k′)2 + (k′′ + ηω)2 , (2.16)
ou` ω0 =
√
k′/m de´signe la fre´quence de re´sonance de l’oscillateur libre a` vide (i.e. sans
fluide environnant ni force applique´e).
Pour caracte´riser la dissipation intrinse`que de l’oscillateur, on introduit le rapport
sans dimension γ = k′′/k′. Ce dernier est en re`gle ge´ne´rale constant dans la gamme de
fre´quences e´tudie´e ([0, 300] Hz), de l’ordre de 5× 10−3 pour du laiton et ∼ 10−2 pour
du polymethylmethacrylate (abre´ge´ PMMA30) [MRW91].
28C’est-a`-dire, grosso modo, pour Fext tel que chacune de ses composantes de Fourier soient e´gale-
ment probables avec la meˆme amplitude.
29Il suffit de remarquer que l’e´nergie du signal x, Ex =
∫∞
−∞ Sx
dω
2pi ou` Sx = 〈|xˆ|2〉 de´signe la densite´
spectrale de x, est un invariant du syste`me. Dans le cas ou` x est re´el, Sx est paire et Ex =
∫∞
0
2Sx
dω
2pi ;
on obtient (2.13) en de´finissant la densite´ spectrale S′x = 2Sx pour ω > 0.
30PMMA : polycarbonate utilise´ comme substrat de certains CD et DVD.
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Le coefficient de viscosite´ η du fluide, quant a` lui, est en re`gle ge´ne´rale constant
dans la gamme de fre´quences e´tudie´e (dans le cas de l’eau, par exemple), a` l’exception
de certaines huiles (viscoe´lastiques), pour lesquelles nous auront η ∼ η0 + ωη1 (dans la
gamme de fre´quences e´tudie´e).
Un bon indicateur du comportement du syste`me est donne´ par la partie basse
fre´quence ω ≪ ω0 du spectre (2.16). Dans le cas d’un oscillateur viscoe´lastique non
immerge´, nous avons
〈|xˆ|2〉 = 4kBT
ω
γk′
m2ω40
[
(1− ω2/ω20)2 + γ2
] ∼ 4kBT
ω
γk′
m2ω40
∼ 1
ω
. (2.17)
Si l’oscillateur est immerge´, il faut distinguer deux cas : soit le fluide est suffisamment
visqueux (dans la gamme de fre´quences e´tudie´e) pour que l’on ait ηω ≫ k′′ ≃ 0, auquel
cas
〈|xˆ|2〉 = 4kBT
ω
ηω
m2ω40
[
(1− ω2/ω20)2 + (ηω/mω20)2
] ∼ 4kBTη
m2ω40
= const, (2.18)
soit le fluide est peu visqueux, auquel cas on ne peut pas ne´gliger k′′ par rapport a` ηω ;
dans ce cas
〈|xˆ|2〉 = 4kBT
ω
γk′ + ηω
m2ω40
[
(1− ω2/ω20)2 + (γ + ηω/mω20)2
] ∼ 4kBT
ω
γk′ + ηω
m2ω40
, (2.19)
Les cas purement viscoe´lastique (2.17) et purement visqueux (2.18) peuvent e´videm-
ment eˆtre obtenus moyennant les passages a` la limite η = 0 et γ = 0.
Notion de rapport signal-sur-bruit
Jusqu’a` maintenant, seule la question du de´placement x sous l’effet des fluctuations
thermiques et / ou d’une force applique´e a e´te´ leve´e. Il est pourtant clair qu’en pratique
le de´placement x peut fluctuer, certes sous l’effet des fluctuations thermiques, mais
aussi sous l’effet d’un bruit exte´rieur.
Outre les de´sagre´ments e´vidents que ce bruit engendrera s’il est de grande amplitude
(a` l’e´chelle de nos mesures !), ce dernier aura en re`gle ge´ne´rale pour effet de perturber
ale´atoirement l’oscillateur, de sorte que le de´placement mesure´ X s’e´crira
X(t) = x(t) + xacc(t), (2.20)
ou` xacc de´signe le de´placement induit par le bruit environnemental.
Nous allons montrer qu’il est possible d’optimiser les parame`tres du syste`me, c’est-
a`-dire la fre´quence de re´sonance ω0, la masse m, la raideur k ainsi que le coefficient
de viscosite´ du fluide η, de fac¸on a` minimiser la contribution relative de xacc dans les
spectres de fluctuation de l’oscillateur.
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A cette fin, il est utile d’introduire le rapport signal-sur-bruit du syste`me
Λ =
〈|xˆ|2〉
〈|xˆacc|2〉 . (2.21)
Le de´placement xacc induit par le bruit environnemental peut se calculer en consi-
de´rant que le support de l’oscillateur est soumis a` une force exte´rieure Fext = maext, a`
laquelle le syste`me re´pond line´airement. Dans ce cas, la relation (2.15) donne
xˆacc =
aˆext
ω20 − ω2 − i
(
γk′/m+ ηω/m
) , (2.22)
soit xˆacc ∼ aˆext/ω20 pour ω ≪ ω0, de sorte qu’a` basse fre´quence |xˆacc|2 ∼ |aˆext|2/ω40.
En formant le rapport (2.21), nous trouvons un rapport signal-sur-bruit qui vaut,
dans le cas d’un oscillateur viscoe´lastique immerge´ [cf (2.19)]
Λ ∼ 4kBT
ω
γk′ + ηω
m2 〈|aˆext|2〉 . (2.23)
(Les cas purement viscoe´lastique et purement visqueux s’obtiennent en posant respec-
tivement η = 0 et γ = 0.)
Nous verrons au § 2.3.2 la de´pendance pre´cise de Λ vis-a`-vis des parame`tres ge´ome´-
triques de l’oscillateur, dont sont notamment tributaires sa fre´quence de re´sonance ω0,
sa raideur k′ et sa masse m. Nous pouvons ne´anmoins remarquer que
(i) Λ varie en raison inverse de la masse m de l’oscillateur : il faudra donc minimiser
au maximum cette dernie`re,
(ii) Λ est proportionnel a` la “viscosite´” du syste`me (i.e. γ et / ou η) : plus le syste`me
sera dissipatif, meilleur sera le rapport signal-sur-bruit,
(iii) Λ ∼ 1/ω toutes les fois que la raideur k′′ ne peut eˆtre ne´glige´e par rapport a` ηω,
c’est-a`-dire toutes les fois que le syste`me exhibe un comportement viscoe´lastique :
plus l’oscillateur sera dissipatif, meilleur sera le rapport signal-sur-bruit.
2.3.2 Mesure de fluctuations : rapport signal-sur-bruit
Comme nous l’avons mentionne´ au paragraphe pre´ce´dent, les oscillateurs e´tudie´s
sont de deux types :
(i) Des oscillateurs en flexion, comme l’indique la fig. 2.9. Ces derniers sont consti-
tue´s d’un levier encastre´ a` une de ses extre´mite´s sur un support fixe, l’extre´mite´
libre se de´plac¸ant sous l’effet des fluctuations thermiques du syste`me ou d’une
force applique´e. Un miroir est colle´ sur l’extre´mite´ libre de fac¸on a` de´tecter le
de´placement x, qui est dans ce cas la de´flexion ζ.
(ii) Des oscillateurs en torsion, comme l’indique la fig. 2.10. Ces derniers sont consti-
tue´s d’un fil de torsion encastre´ a` chacune de ses extre´mite´s sur un support fixe,
au milieu duquel est colle´ un miroir, libre dans son mouvement de rotation (sous
l’effet des fluctuations thermiques du syste`me ou d’une force applique´e), de fac¸on
a` de´tecter le de´placement x, qui est dans ce cas l’angle θ.
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Fig. 2.9 – Oscillateur en flexion. Du fait de la petitesse de l’angle α, la de´flexion
mesure´e ζmes ne diffe`re de ζ que par des infiniment petits d’ordres supe´rieurs. Les
dimensions du miroir a2, b2 et l2, non repre´sente´es, sont de´finies a` l’identique de a1, b1
et l1 (le dessin n’est pas a` l’e´chelle).
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Fig. 2.10 –Oscillateur en torsion. Du fait de la petitesse de l’angle θ, le de´placement
mesure´ xmes ne diffe`re de dθ/2 que par des infiniment petits d’ordres supe´rieurs. Le fil
de torsion est un paralle´lle´pipe`de d’e´paisseur h1 (non repre´sente´e) tel que h1 ≪ d1, l1.
(d = 4 mm ; le dessin n’est pas a` l’e´chelle).
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Comme l’indiquent les figs. 2.9 et 2.10, la mesure des de´placements ζ (de´flexion du
miroir) et θ (rotation du miroir) s’effectue avec des faisceaux laser immobiles et e´carte´s
de d = 4 mm, le support de l’oscillateur et l’interfe´rome`tre e´tant solidaires du meˆme
plateau (cf fig. 2.2). Du fait de la petitesse des de´placements mesure´s (approximation
des petits angles), qui correspondent aux fluctuations thermiques du syste`me a` l’e´qui-
libre (∼ 10−13-10−12 m, cf fig. 2.3), ζmes et xmes ne diffe`rent de ζ et dθ/2 que par des
infiniment petits d’ordres supe´rieurs, et l’on aura ζ ≃ ζmes et θ ≃ 2xmes/d en excellente
approximation.
Avant de donner la de´pendance pre´cise du rapport signal-sur-bruit vis-a`-vis des
parame`tres ge´ome´triques de l’oscillateur, signalons que le choix de la colle permettant
de fixer le miroir est crucial pour nos mesures.
Une mesure dans l’air ne pose a priori aucun proble`me particulier, et une Araldite
standard suffit pour assurer le collage du miroir. Ne´anmoins, comme nous l’avons vu
au paragraphe pre´ce´dent [cf (2.23)], la mesure des fluctuations thermiques du syste`me
est grandement favorise´e par l’immersion de ce dernier dans un fluide. Dans ce cas, le
choix de la colle est de´terminant.
Par exemple, si l’on choisit d’immerger l’oscillateur dans de l’eau, seules la Stycast
(ce´ramique) ou une Araldite sophistique´e31 (adhe´sif e´poxy bicomposant) re´sistant a`
tout type d’attaque chimique, semblent convenir.
En re´alite´, l’expe´rience a montre´, du moins au niveau de la sensibilite´ de nos me-
sures, que la Stycast se ramollissait avec le temps, la fre´quence de re´sonance de l’oscil-
lateur ω0 e´voluant lentement sur un temps caracte´ristique de l’ordre de la semaine.
L’araldite sophistique´e, quant a` elle, re´siste a` tout type de liquide mais durc¸it de
manie`re e´tonnamment intermittente durant plusieurs jours voire plusieurs semaines,
rendant toute mesure de fluctuation strictement impossible. (Noter qu’il est impossible
d’utiliser une Araldite standard, qui se de´te´riore rapidement en quelques heures sous
l’action de l’eau.) La situation est sensiblement identique si l’on immerge l’oscillateur
dans de l’huile.
Nous avons donc porte´ notre choix sur la Stycast pour une immersion dans de l’eau
et sur une Araldite standard, ne re´sistant que temporairement a` l’action de l’huile, pour
une immersion dans de l’huile. Ce dernier choix “na¨ıf” a donne´ contre toute attente les
meilleurs spectres de fluctuation, fort probablement en raison de la relative “mollesse”
de la colle, qui confe`re au syste`me une plus grande dissipation.
Ceci e´tant, la de´tection du de´placement x peut s’ope´rer de deux fac¸ons. La pre-
mie`re consiste a` diriger un des rayons laser sur l’extre´mite´ du miroir de l’oscillateur,
et le second sur un miroir fixe (qui sert de re´fe´rence), place´ au voisinage imme´diat de
l’oscillateur32. Les supports de l’oscillateur et du miroir fixe sont soigneusement se´lec-
tionne´s de fac¸on a` ce que leurs fre´quences de re´sonance soient e´leve´es par rapport celle
de l’oscillateur (il faut des supports raides et stables, dont les re´sonances me´caniques
ne perturbent pas la mesure dans la gamme de fre´quences e´tudie´e).
31Nous avons porte´ notre choix sur l’Araldite 2014 AW139/XB5323, qui pre´sente une excellente
tenue a` toute attaque chimique et a` la tempe´rature.
32Il serait plus correct de dire que c’est l’oscillateur et le miroir fixe qu’on dispose sur le trajet des
faisceaux laser ; rappelons que les faisceaux laser sont e´carte´s de 4 mm.
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La seconde consiste a` diriger les deux rayons laser sur le miroir de l’oscillateur ; dans
ce cas, il est indispensable que ce dernier se caracte´rise par une excellente plane´ite´, sans
quoi les rayons re´fle´chis par l’oscillateur ne peuvent revenir sur leur chemin.
L’expe´rience a donne´ un net avantage a` cette dernie`re solution. En effet, dans le
cas de la premie`re alternative, le de´placement relatif des supports de l’oscillateur et
du miroir fixe est clairement visible sur les spectres, malgre´ la qualite´ des supports.
Nous avons donc opte´ pour la seconde me´thode, qui pe´nalise ne´anmoins la mesure des
fluctuations de x, car il faut notablement augmenter les dimensions du miroir (au moins
d’un facteur deux en ge´ne´ral) afin que ce dernier puisse re´fle´chir les deux faisceaux. La
masse de l’oscillateur e´tant essentiellement domine´e par celle du miroir, on de´te´riore
donc le rapport signal-sur-bruit du syste`me (2.23), qui varie en raison inverse de la
masse de l’oscillateur.
Voyons maintenant la de´pendance pre´cise du rappport signal-sur-bruit Λ vis-a`-vis
des parame`tres ge´ome´triques de l’oscillateur, dont sont notamment tributaires sa fre´-
quence de re´sonance ω0, sa raideur k
′ et sa masse m.
Dans le cas de la flexion (cf fig. 2.9), la raideur complexe de l’oscillateur k = k′+ ik′′
vaut [LL86]
k =
Ea1b
3
1
4l31
, (2.24)
ou` E = E ′ + iE ′′ de´signe le module d’Young du levier en flexion. Nous prenons en
compte la masse du miroir mm en e´crivant la masse de l’oscillateur
m = mm +
3
(3.52)2
ml, (2.25)
ou` ml de´signe la masse du levier en flexion (miroir exclu), de fac¸on a` retrouver la plus
petite fre´quence de re´sonance du levier ωmin =
√
k′/ml = 3.52
√
E ′a1b31/12mll
3
1 a` la
limite ou` mm = 0 [LL86].
Dans ce cas, le rapport signal-sur-bruit du syste`me vaut33, compte tenu de (2.23)
Λ ∼ kBT
m2ω
(γE ′a1b31
l31
+ ηω
)
pour ω ≪ ω0. (2.26)
Donc, si l’on tient a` favoriser au maximum la mesure des fluctuations thermiques du
syste`me, il faudra maximiser autant que possible les dimensions a1 et b1, et minimiser
autant que possible l1 et m, c’est-a`-dire placer aussi haut que possible la fre´quence de
re´sonance ω0 de l’oscillateur [cf (2.24)].
Il est clair qu’un compromis doit eˆtre fait : on ne peut augmenter a1 et b1 tout
en espe´rant diminuer la masse m, et surtout on ne peut envisager une re´sonance du
syste`me ω0 trop e´leve´e chaque fois que Λ ∼ 1/ω, c’est-a`-dire chaque fois que l’oscilla-
teur exhibe un comportement viscoe´lastique (auquel cas le spectre de fluctuation ainsi
obtenu “aurait les pieds” dans la ligne de bruit de l’interfe´rome`tre).
33Nous omettons 〈|aˆext|2〉 ainsi que tous les facteurs nume´riques.
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En re`gle ge´ne´rale, nous ferons le choix suivant : l1 ≃ 10 mm, a1 ≃ 1 mm et
b1 ≃ 100 µm, de sorte que m . 10−3 g et ν0 ∼ 100 Hz dans l’air.
Le cas de la torsion (cf fig. 2.10) se traite de fac¸on similaire : le coefficient de torsion
complexe C = C ′ + iC ′′ du fil de torsion (miroir exclu) vaut [LL86]
C =
1
3
µd1h
3
1, (2.27)
ou` µ = E/2(1 + σ) de´signe le coefficient de Lame´ du fil de torsion et σ son coefficient
de Poisson. Quant au moment d’inertie du syste`me, il vaut
I =
mm
12
(4h22 + d
2
2) +
mf
6
(h21 + d
2
1), (2.28)
ou` mm de´signe la masse du miroir et mf la masse du fil de torsion. Le rapport signal-
sur-bruit obtenu est essentiellement identique a` celui du cas de la flexion (2.26)
Λ ∼ kBT
I2ω
(
γµ′d1h31 + ηω
)
pour ω ≪ ω0, (2.29)
et conduit aux meˆmes remarques.
En re`gle ge´ne´rale, nous ferons le choix suivant : l1 ≃ 4 mm, d1 ≃ 0.5 mm,
h1 ≃ 50 µm, l2 ≃ 2 mm, d2 ≃ 8 mm, h2 ≃ 1 mm, de sorte que34 mm . 5 × 10−2
g, ml . 5× 10−3 g et ν0 ∼ 300 Hz dans l’air. Un tel choix impliquera notamment que
le moment d’inertie (2.28) du syste`me sera essentiellement domine´ par le miroir.
Ajoutons que dans tous les cas, la masse du miroirmm devra en re´alite´ tenir compte
d’une masse supple´mentaire non ne´gligeable, due au dispositif de forc¸age du syste`me
(cf §§ 2.3.3 et 2.3.4). C’est pre´cise´ment cette masse supple´mentaire, de densite´ plus ou
moins homoge`ne, qui sera a` l’origine des 5% d’erreur dans la calibration de la force
applique´e au syste`me (cf § 2.3.6).
Signalons enfin que chaque fois que l’oscillateur en torsion sera immerge´ dans un
fluide de densite´ ρf , le moment d’inertie I du syste`me devra tenir compte de la masse
de fluide de´place´e par le miroir, et devra eˆtre remplace´ par Ieff = I + If , ou` I est donne´
par (2.28) et If de´signe le moment d’inertie duˆ au fluide de´place´.
Par conse´quent, si la fre´quence de re´sonance de l’oscillateur vaut ω0 dans l’air, cela
ne sera aucunement le cas dans un liquide, ou` cette dernie`re vaudra ω′0 < ω0, du fait
du fluide de´place´ par le miroir.
Lamb calcule la contribution d’une telle masse de fluide dans le cas d’un solide
bidimensionnel, de forme elliptique, en rotation dans un fluide [suppose´ incompressible
et irrotationnel, cf [Lam45], § 72, form. (8) p. 86].
En prenant la limite du re´sultat de Lamb, qui correspond a` une barre de longueur
d et de largeur l en rotation au sein d’un fluide de densite´ ρf , nous trouvons qu’il
faut tenir compte d’une contribution cine´tique supple´mentaire 2T = π
128
ρf ld
4 θ˙2 due au
34Les valeurs indique´es de mm et h2 tiennent compte du dispositif de forc¸age, cf §§ 2.3.3 et 2.3.4.
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fluide de´place´, soit une contribution supple´mentaire If =
π
128
ρf ld
4 au moment d’inertie
de l’oscillateur.
Dans le cas d’un miroir rectangulaire de longueur d, largeur l, e´paisseur h et densite´
ρm, le moment d’inertie I de l’oscillateur sera essentiellement domine´ par celui du
miroir, Im, et l’on aura I ≃ Im = mm12 (4h2+d2) [cf (2.28)]. Par conse´quent, les fre´quences
ω0 et ω
′
0 seront dans le rapport ω0/ω
′
0 =
√
Ieff/I =
√
1 + If/Im =
√
1 + 3π
32
ρf
ρm
d3
h(4h2+d2)
.
Fixons les ide´es : pour un miroir en verre de densite´ ρm = 2700 kgm
−3 tel que l ∼ 2
mm, d ∼ 8 mm, h ∼ 1 mm, nous obtenons le re´sultat attendu ω0/ω′0 ≃ 1 dans l’air
(ρf = 1.2929 kgm
−3), tandis que ω0/ω′0 ≃ 1.35 dans l’eau (ρf = 998.2 kgm−3).
Expe´rimentalement, nous observons un rapport ω0/ω
′
0 voisin de 1.4 avec un miroir
rectangulaire35 immerge´ dans de l’huile ou de l’eau. En principe, il est possible de mi-
nimiser cette de´viation de ω′0 par rapport a` ω0 en minimisant le rapport d/h. Cela n’est
cependant pas envisageable expe´rimentalement : d’une part, comme nous l’avons de´ja`
signale´, le miroir doit se caracte´riser par une excellente plane´ite´, ce que nous re´alisons
en choisissant des miroirs en silicium, donc e´pais. D’autre part, comme nous allons le
voir dans les prochains paragraphes, il faut re´aliser un dispositif permettant d’appli-
quer une force a` l’oscillateur : ce dernier se situe pre´cise´ment derrie`re le miroir, et nous
aurons d ≃ 4h en re`gle ge´ne´rale.
Nous disposons d’une me´thode de mesure des petits de´placement x(t) sous l’effet
des fluctuations thermiques ; il nous faut maintenant une technique pour appliquer une
force au syste`me.
2.3.3 Mesure de re´ponse : forc¸age e´lectrostatique
Les techniques de forc¸age que nous avons re´alise´es sont de nature e´lectrostatique
et magne´tique. Nous de´taillerons la premie`re dans le cas de l’oscillateur en flexion, et
la seconde dans le cas de l’oscillateur en torsion. Naturellement, ces deux techniques
peuvent eˆtre mises en œuvre dans chaque cas.
Le forc¸age e´lectrostatique consiste a` re´aliser un condensateur, dont les armatures
sont respectivement, une des faces du miroir solidaire du levier en flexion, et une e´lec-
trode, ge´ne´ralement re´alise´e en laiton, place´e derrie`re l’oscillateur en regard du miroir,
comme l’indique la fig. 2.9.
Le miroir colle´ a` l’extre´mite´ du levier peut eˆtre re´alise´ en verre36 ou en silicium37.
Dans ce dernier cas, le miroir est dore´ sur une de ses faces afin de re´fle´chir les faisceaux
laser issus de l’interfe´rome`tre. Dans le cas du verre, nous avons re´alise´ nous meˆme le
de´poˆt d’or (de l’ordre de 50 nm), une couche de chrome ayant e´te´ de´pose´e au pre´alable.
Le de´poˆt peut eˆtre effectue´ sur une des faces de la lame de verre ou sur chacune de ses
faces (ce de´tail aura son importance par la suite). Deux approches sont alors possibles,
35Dont les dimensions caracte´ristiques ont e´te´ donne´es plus haut dans ce meˆme paragraphe.
36Re´alise´ a` partir de lames de microscope d’e´paisseur ≃ 100 µm et de densite´ ≃ 2333 kgm−3,
de´coupe´es au moyen d’une pointe en diamant.
37Gracieusement fournis par C. Lemonias et P.-E. Roche du CRTBT, Grenoble.
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Fig. 2.11 – Couplage e´lectrostatique. Deux alternatives pour re´aliser un condensa-
teur : (i) soit la piste conductrice qui porte le miroir a` la masse est re´alise´e le long de
la face du levier en flexion qui “voit” l’e´lectrode exte´rieure, porte´e a` un potentiel V , (ii)
soit la piste conductrice est re´alise´ le long de la face du levier qui “voit” les faisceaux
laser (solution optimale ; l’e´lectrode est repre´sente´e en fausse perspective et le dessin
n’est pas a` l’e´chelle).
comme l’indique la fig. 2.11.
La premie`re alternative, repre´sente´e sur la fig. 2.11(i), consiste a` porter l’extre´mite´
de l’oscillateur a` la masse. Pour ce faire, on de´pose une fine piste de colle conductrice
le long du levier en flexion, s’il est isolant [en PMMA ou polychlorure de vinyle (abre´ge´
PVC), par exemple], et l’on assure le contact e´lectrique entre ce dernier et la face arrie`re
du miroir, qui est dore´ sur chacune de ses faces, au moyen de la meˆme colle conductrice.
L’e´lectrode est porte´e au potentiel e´lectrique V .
Afin de re´aliser une interaction ponctuelle entre l’extre´mite´ du miroir et l’e´lectrode,
cette dernie`re est amincie le long de sa partie en regard du levier de l’oscillateur : on
obtient ainsi une sorte de “tapette a` mouches”, comme l’indique la fausse perspective
de la fig. 2.11. Ce dernier point n’est pas essentiel dans la mesure ou` nous n’avons pas
observe´ de diffe´rence sensible que l’e´lectrode soit amincie ou non : cette dernie`re peut
donc eˆtre re´alise´e comme l’indique la fig. 2.9.
La seconde alternative est identique a` la premie`re, a` ceci pre`s que la piste conductrice
est re´alise´e sur la face oppose´e du levier en flexion, comme l’indique la fig. 2.11(ii) : c’est
la face du miroir re´flechissant les faisceaux laser qui est porte´e a` la masse. Dans ce cas,
comme nous allons le voir, il est ne´cessaire que le miroir ne soit dore´ que sur la face
re´fle´chissant les faisceaux laser.
La solution optimale, que nous ne de´tailllerons pas davantage car elle est difficile a`
mettre en œuvre et n’apporte pas d’ame´lioration significative au niveau des mesures,
consiste a` apporter directement la masse a` la face re´fle´chissante du miroir au moyen
d’un petit fil conducteur, dont le diame`tre est de l’ordre de ∼ 10-25 µm afin de ne
pas perturber les petits mouvements du syste`me, et qui est soude´ sur le de´poˆt d’or du
miroir. Dans ce cas, le miroir est isole´ du levier en flexion (isolant ou conducteur), et
ce dernier n’interagit donc pas avec la partie de l’e´lectrode qui lui fait face.
Dans chaque cas, nous mesurons la re´ponse du syste`me en appliquant a` l’e´lectrode
une tension V (t) qui est un bruit blanc. L’e´nergie stocke´e dans le condensateur ainsi
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re´alise´ vaut U = 1
2
CV 2, ou` C de´signe la capacite´ du condensateur. La force applique´e
a` l’oscillateur38 est donc quadratique dans la tension applique´e : F ∝ V 2 xˆ.
Donnons un ordre de grandeur de cette force. Lorsque l’oscillateur est mis en mou-
vement, la capacite´ C varie en fonction de la distance entre les armatures d = d0 + x,
ou` d0 de´signe la distance entre ces dernie`res quand V = 0, et x le de´placement induit
quand V 6= 0.
Un calcul simple donne39 C = ε0S
d0+x
, ou` S de´signe l’aire du miroir sensible a` l’inter-
action e´lectrostatique, soit une e´nergie stocke´e U = ε0S
2(d0+x)
V 2. La force applique´e vaut
donc F = −∇U = ε0S
2(d0+x)2
V 2 xˆ, soit F ∼ ε0S
2d20
V 2, en supposant que x≪ d0.
En pratique, les armatures interagiront sur une surface S ∼ 1 mm2 et une distance
d0 ∼ 2 mm, auquel cas la force applique´e sera de l’ordre de F ∼ 10−10 N pour une
tension applique´e V = 10 V et F ∼ 10−8 N pour V = 100 V.
D’apre`s la relation (2.15), la re´ponse de l’oscillateur se comporte en l’abscence de
fluide environnant comme 1/k′′ a` la fre´quence de re´sonance ω0, ou` k′′ est donne´e par
(2.24).
Pour un levier en PMMA40 de dimensions a1 ∼ 1 mm, b1 ∼ 100 µm, l1 ∼ 10
mm, nous trouvons k′′ ∼ 5 × 10−3 Nm−1, soit une re´ponse χ ∼ 200 N−1m, ce qui
correspond a` un de´placement induit x ∼ 10−9 m pour V = 10 V et x ∼ 10−7 m
pour V = 100 V. Dans le cas d’un levier est en laiton41 de meˆmes dimensions, nous
trouvons k′′ ∼ 0.125 Nm−1 et χ ∼ 8 N−1m, ce qui conduit sensiblement aux meˆmes
de´placements que dans le cas du PMMA.
Dans le cas d’un oscillateur immerge´ dans de l’eau42 tel que ν0 ∼ 100 Hz, la re´ponse
vaut χ ∼ 1/(k′′ + ηω0) ∼ 1.5 N−1m, que le levier soit en PMMA ou en laiton. Dans
ce cas, le de´placement induit vaut x ∼ 10−10 m pour V = 10 V et x ∼ 10−8 m pour
V = 100 V.
Enfin, avec de l’huile43 χ ∼ 4×10−3 N−1m, ce qui donne x ∼ 10−13 m pour V = 10
V et x ∼ 10−11 m pour V = 100 V, inde´pendamment du mate´riau du levier.
Dans tous les cas, il s’agit de forces d’amplitudes extreˆmement faibles, mais suf-
fisantes pour mesurer la re´ponse du syste`me, et l’oscillateur re´pondra manifestement
a` ces dernie`res dans son re´gime d’e´lasticite´ line´aire (ce qui justifie a posteriori notre
approche fonde´e sur des e´quations line´arise´es).
Deux remarques s’imposent. Premie`rement, s’il semble logique d’immerger l’oscil-
38A nouveau, la de´flexion ζ ainsi induite ne diffe`re du de´placement mesure´ selon xˆ que par des
infiniment petits d’ordres supe´rieurs.
39La valeur nume´rique de ε0 est donne´e par
1
4piε0
= 10−7 c2 ou` c ≃ 2.998 × 108 ms−1, soit ε0 ≃
8.8537× 10−12 Faradm−1.
40E′PMMA = 2.2×109 Pa a` tempe´rature ambiante et γPMMA ≃ 10−2 si l’on ne´glige toute de´pendance
de E′′ vis-a`-vis de la fre´quence dans la gamme de fre´quences e´tudie´e [MRW91].
41E′laiton ≃ 1011 Pa a` tempe´rature ambiante, et γlaiton ≃ 5× 10−3 si l’on ne´glige toute de´pendance
de E′′ vis-a`-vis de la fre´quence dans la gamme de fre´quences e´tudie´e [MRW91].
42ηeau ≃ 10−3 kgm−1 s−1 a` tempe´rature ambiante.
43ηhuile ≃ 0.4 kgm−1 s−1 a` tempe´rature ambiante.
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lateur dans un liquide afin d’en augmenter la dissipation — donc le rapport signal-sur-
bruit des fluctuations thermiques —, il s’agit cependant d’un proce´de´ peu adapte´ au
cas du forc¸age e´lectrostatique.
En effet, en pratique il est extreˆmement difficile de forcer l’oscillateur lorsque ce
dernier est immerge´ (on a recours a des amplificateurs de tension de gain 100 voire
1000), et les ordres de grandeur des forces et des de´placements mentionne´s plus haut
ne correspondent absolument pas a` ce que l’on mesure.
Cela est manifestement duˆ a` la polarisabilite´ des liquides mis en jeu : les charges
libres contenues dans l’eau e´crantent partiellement le champ e´lectrique applique´. Il
en re´sulte que la re´ponse mesure´e, s’il est toutefois possible d’exciter le syste`me, ne
correspond aucunement a` (2.15).
Nous avons tente´ de contourner ce proble`me, sans succe`s, en modulant le bruit blanc
V a` haute fre´quence au moyen d’une“porteuse”, en espe´rant faire osciller rapidement les
charges du fluide, et les rendre en quelque sorte “invisibles” au forc¸age de l’oscillateur.
L’huile contient moins de charges : a priori, c’est un choix plus adapte´. Ne´anmoins, il
semblerait qu’a` chaque fois que l’oscillateur est immerge´ dans un fluide — qu’il s’agisse
de l’eau ou de l’huile —, la re´ponse du syste`me est parasite´e par des contributions
provenant de la re´ponse du fluide au champ applique´, dont ne tient pas compte la
re´ponse (2.15). Il faut donc tenir compte de la constante die´lectrique complexe du
fluide ε = ε′ + iε′′, qui me´lange les parties re´elle et imaginaire de la re´ponse (2.15).
Nous avons tente´ de mesurer la contribution relative de ε′′, mais la mesure de la
re´ponse perd en robustesse et en pre´cision : la re´ponse du fluide au champ applique´ est
tre`s mal controˆle´e et peu reproductible.
Nous exposons au § 2.3.4 une technique de forc¸age magne´tique qui re´sout ces pro-
ble`mes et permet de mesurer directement la re´ponse du syste`me quand celui-ci est
immerge´ dans un fluide.
Deuxie`mement, si la configuration correspondant a` la fig. 2.11(ii) permet de mesurer
(dans l’air) une re´ponse en excellent accord avec l’expression (2.15), il n’en va pas de
meˆme pour la configuration repre´sente´e sur la fig. 2.11(i), ou` chaque face du miroir est
dore´e (conductrice).
En effet, si dans ce cas on applique au syste`me une tension sinuso¨ıdale V (t) =
V1 cosω1t, on s’attend a` ce que le syste`me re´ponde a` la fre´quence 2ω1 [la force ap-
plique´e e´tant quadratique dans la tension V , le syste`me doit re´pondre line´airement a`
V 21
2
(1 + cos 2ω1t), c’est-a`-dire a` la fre´quence 2ω1]. Or nos mesures ont mis en e´vidence
une re´ponse du syste`me, certes a` 2ω1, mais aussi a` ω1 (d’amplitude moindre), et cette
re´ponse du syte`me a` la fre´quence ω1 ne peut en aucun cas eˆtre attribue´e a` un e´ventuel
offset du ge´ne´rateur de fonctions utilise´.
Supposons en effet que le ge´ne´rateur de´livre une tension V (t) = V0 + V1 cos 2πν1t : la mesure
de
√〈|V˜ |2〉 doit donner trois pics d’amplitudes proportionnelles a` A0 = V 20 + V 21 /2, Aν1 = V0V1 et
A2ν1 = V
2
1 /4, et telles que A2ν1/Aν1 = V1/4V0.
Si la re´ponse du syste`me a` ν1 est due a` l’offset du ge´ne´rateur de fonctions, nous devons donc avoir√〈|x˜(2ν1)|2〉/〈|x˜(ν1)|2〉 = A2ν1/Aν1 = V1/4V0. Or nos mesures indiquent clairement que ce n’est pas
le cas.
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Fig. 2.12 –Couplage magne´tique. Deux alternatives : (i) soit on fait varier un champ
exte´rieur ge´ne´re´ au moyen d’un sole´no¨ıde en comptant sur l’interaction dipoˆle / champ,
(ii) soit on fait varier un courant au sein meˆme de l’oscillateur, ce dernier e´tant soumis
a` l’action exte´rieure d’un champ statique (le dessin n’est pas a` l’e´chelle).
Ce couplage line´aire dans la tension applique´e V est en fait duˆ a` la pie´zoe´lectricite´
du verre constituant le miroir [LL84, Kit96]. Lorsqu’un champ e´lectrique est applique´
au syste`me, la face dore´e du miroir qui sert a` re´fle´chir les faisceaux laser, et qui contient
des charges libres puisqu’elle est conductrice, est porte´e a` un certain potentiel. L’autre
face du miroir, qui fait face a` l’e´lectrode, est porte´e a` la masse (potentiel nul) comme
l’indique la fig. 2.11(i).
Lorsqu’un champ e´lectrique est applique´ a` l’ensemble, une diffe´rence de potentiel
s’e´tablit donc entre les faces du miroir, et il en re´sulte un champ e´lectrique E′ induit
entre ces dernie`res. Si le miroir est re´alise´ en verre, il se de´formera proportionnellement
a` E′, du fait de la pie´zoe´lectricite´ du verre.
Cet effet peut e´videmment eˆtre annule´44 en court-circuitant les deux faces conduc-
trices du miroir, c’est-a`-dire en les mettant de force, au moyen d’un petit fil e´lectrique,
au meˆme potentiel e´lectrique. La configuration optimale est donc celle qu’indique la
fig. 2.11(ii).
2.3.4 Mesure de re´ponse : forc¸age magne´tique
Afin de contourner le proble`me de la polarisabilite´ du liquide, qui complique singu-
lie`rement la mesure de la re´ponse du syste`me quand ce dernier est immerge´ (a` nouveau,
la mesure des fluctuations thermiques du syste`me est fortement favorise´e par l’immer-
sion de l’oscillateur dans un fluide), nous nous sommes oriente´s vers la re´alisation de
dispositifs de forc¸age magne´tiques. Ces dispositifs sont au nombre de deux et nous les
de´taillerons dans le cas de l’oscillateur en torsion.
Le premier dispositif, sche´matise´ sur les figs. 2.12(i) et 2.14, consiste a` de´poser a`
l’extre´mite´ de la face arrie`re du miroir solidaire du fil de torsion une gouttelette de
colle, dans laquelle nous avons incorpore´ de la poudre magne´tique45 : ainsi, l’oscillateur
44Ou e´tudie´, mais ce n’est pas notre but ici.
45Il s’agit soit de poudre de ferrite, de diame`tre∅ ≃ 1.1-1.4 µm gracieusement fournie par l’industriel
grenoblois Euromag, soit de µ-me´tal, de perme´abilite´ magne´tique µ = (6-24)× 104 µ0 [Goo].
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x′
x
O
J(x′) P
Fig. 2.13 – Champ magne´tique produit au point P (de coordonne´e x) par une densite´
de courant J(x′) localise´e dans un domaine de l’espace (de´crit par le rayon vecteur x′ ;
ici, il s’agit du sole´no¨ıde).
est le sie`ge d’un moment dipolaire m. En diposant un sole´no¨ıde au voisinage imme´diat
de ce dernier, nous pouvons ge´ne´rer un champ magne´tique B (que nous faisons varier
au moyen du courant I injecte´ dans le bobinage), et donc forcer l’oscillateur.
Un simple calcul d’ordre de grandeur permet de mettre en e´vidence la supe´riorite´
du champ magne´tique sur le champ e´lectrique. A l’approximation dipolaire, le champ
e´lectrique ge´ne´re´ par le sole´no¨ıde s’e´crit B(x) = µ0
4π
3n(n·m)−m
|x|3 , ou` n =
x
|x| et m =
1
2
∫
x′∧J(x′) d3x′ de´signe le moment dipolaire magne´tique du sole´no¨ıde [cf fig. 2.13 ; ne
pas confondre ce dernier avec le moment dipolaire de l’oscillateur].
Dans notre cas (conducteurs filiformes), nous avons m = 1
2
∑
spires
∫
1 spire
x ∧ I dl,
soit m = NIS, ou` N de´signe le nombre de spires du sole´no¨ıde et S l’aire de sa section
droite : le champ ge´ne´re´ par le sole´no¨ıde vaut donc B ∼ µ0
4π
NS
d3
I, ou` d de´signe la distance
entre l’extre´mite´ du sole´no¨ıde et la gouttellette.
L’e´nergie d’interaction entre le champ magne´tique ge´ne´re´ par le sole´no¨ıde et le mo-
ment dipolairem de la gouttelette vaut dans ce cas U = −m ·B, ou` le champ est e´value´
au niveau de la gouttelette [Jac98]. Nous avons donc46 U ∼ −µ0
4π
NSm
d3
I, ou` m de´signe
le moment dipolaire de la gouttelette, c’est-a`-dire une force applique´e F ∼ 3µ0
4π
NSm
(d0+x)4
I,
en notant d = d0 + x comme pre´ce´demment. Il s’agit donc a priori d’une force line´aire
dans le courant I injecte´ dans le sole´no¨ıde : nous allons montrer qu’en re´alite´ il s’agit
d’un couplage quadratique en I. Pour cela, il faut eˆtre plus quantitatif vis-a`-vis du
moment dipolaire m de la gouttelette.
Nous supposons que la gouttelette est sphe´rique de rayon R, paramagne´tique ou
diamagne´tique de perme´abilite´ µ, et nous ne´gligerons les effets de la colle. Dans ce
cas (cf [Jac98] § 5.11 p. 200), l’aimantation de la gouttelette dans le champ B ge´ne´re´
par le sole´no¨ıde vaut M = 3
µ0
µ−µ0
µ+2µ0
B, soit un moment dipolaire m = 4πR
3
3
M de
module m = 4πR
3
µ0
µ−µ0
µ+2µ0
B. L’e´nergie d’interaction champ/dipoˆle vaut dans ce cas U ∼
−µ0
4π
µ−µ0
µ+2µ0
(NS)2R3
d6
I2, soit une force applique´e F ∼ 3µ0
2π
µ−µ0
µ+2µ0
(NS)2R3
(d0+x)7
I2 ∼ 3µ0
2π
(NS)2R3
d70
I2,
en supposant que x≪ d0 et µ−µ0µ+2µ0 ∼ 1.
Cette dernie`re condition suppose que la poudre magne´tique utilise´e ait une forte
46Pour donner un ordre de grandeur, nous supposons que m est coline´aire a` B. En pratique, cela
est re´alise´ en appliquant un champ magne´tique a` la gouttelette solidaire de l’oscillateur durant le
durcissement de la colle, de fac¸on a` orienter au pre´alable les moments dipolaires individuels des grains
de la poudre.
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perme´abilite´ magne´tique (c’est pre´cise´ment le cas du µ-me´tal, qui est notamment uti-
lise´ pour re´aliser des blindages magne´tiques, cf note de bas de page no. 45). Il s’agit
donc d’une force quadratique dans le courant applique´ I, et qui se comporte spectacu-
lairement comme 1/d7, tandis que F ∼ 1/d2 pour le forc¸age e´lectrostatique (cf § 2.3.3).
Donnons un ordre de grandeur47 : avec N ∼ 50 spires, S ∼ 10−5 m2, R ∼ 1 mm,
d0 ∼ 5 mm, nous trouvons une force F ∼ 10−8 N pour un courant injecte´ I = 0.1 A,
et F ∼ 10−6 N pour I = 1 A. On gagne donc deux ordres de grandeur par rapport a` la
force applique´e dans le cas e´lectrostatique, et il en est de meˆme pour les de´placements
induits dans chaque cas (selon le mate´riau et le fluide conside´re´s).
En pratique, les valeurs mesure´es sont bien en dessous de celles que nous indiquons,
du fait de la colle qui amalgame la poudre magne´tique et de la non sphe´ricite´ de la
gouttelette.
Essentiellement pour les meˆmes raisons qui nous ont fait abandonner le forc¸age
e´lectrostatique (quand l’oscillateur est immerge´), cette technique n’a pas e´te´ retenue.
Cette fois-ci, ce n’est plus le fluide dans lequel l’oscillateur est immerge´ qui de´phase de
manie`re non controˆle´e la re´ponse du syste`me : c’est le mate´riau avec lequel la cellule
de l’oscillateur est re´alise´e (cf fig. 2.14) qui de´phase de manie`re non controˆle´e le champ
magne´tique applique´ a` ce dernier.
A nouveau, il faudrait donc tenir compte de la re´ponse du mate´riau de la cellule
au champ, qui se caracte´rise lui aussi par une perme´abilite´ magne´tique µ = µ′ + iµ′′,
et dont la re´ponse (2.15) ne tient pas compte. Toutefois, les mesures sont trop peu
reproductibles pour que l’on puisse de´terminer ainsi la re´ponse du syste`me (c’est un
proble`me analogue a` celui de la polarisabilite´ du liquide dans le cas du forc¸age e´lectro-
statique).
L’autre alternative pour forcer le syste`me, repre´sente´e sur les figs. 2.10, 2.12(ii) et
2.14, consiste a` adopter l’attitude inverse, et s’adapte plus particulie`rement au cas de
la torsion : nous allons appliquer un champ statique, et faire varier le courant au sein
meˆme de l’oscillateur.
Un circuit e´lectrique de forme rectanglulaire est soude´ sur le fil de torsion de l’oscil-
lateur [cf fig. 2.10 ; ce dernier sera re´alise´ en laiton, par exemple) ; l’ensemble est alors
colle´ sur la face non re´fle´chissante du miroir. Le fil de torsion peut eˆtre re´alise´ en deux
parties, soude´es de part et d’autre du circuit, ou fait d’un seul tenant comme l’indique
la fig. 2.10. Cette dernie`re possibilite´ permet, d’une part un meilleur centrage du sys-
te`me (i.e. un axe de rotation parfait), et d’autre part d’appliquer moins de contraintes
au circuit e´lectrique ainsi qu’au miroir quand on encastre l’oscillateur a` chacune de ses
extre´mite´s au moyen de cavaliers (il faut bien “tendre” l’oscillateur dans sa cellule afin
d’e´viter tout mode de compression ; cf figs. 2.10 et 2.14).
Cette fois-ci, nous appliquons un champ magne´tique statique B a` l’oscillateur au
moyen de deux aimants fixe´s sur la cellule de l’oscillateur, de fac¸on a` ce que leurs poˆles
47µ0 = 4π × 10−7 Faradm−1 ≃ 1.2566× 10−6 Faradm−1.
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Fig. 2.14 – Cellule de l’oscillateur en torsion. Un trou, non repre´sente´, peut eˆtre
pratique´ dans le“dos”de la cellule afin d’y inse´rer un sole´no¨ıde en regard de l’oscillateur,
sur lequel on aura au pre´alable de´pose´ une gouttellette de colle amalgamant de la poudre
magne´tique (les • repre´sentent des joints toro¨ıdaux ; le dessin n’est pas a` l’e´chelle).
de meˆme signe soient en regard (cf figs. 2.12 et 2.14), et c’est le courant I que nous
faisons circuler dans le circuit solidaire de l’oscillateur que nous controˆlons.
La ge´ome´trie adopte´e est telle qu’un couple s’exerce sur chaque portion late´rale du
circuit rectangulaire, tandis que la force applique´e est nulle partout ailleurs (cf figs. 2.10
et 2.12). Cette dernie`re est donne´e par la loi de Biot et Savart48 : F =
∫
J(x)∧B(x) d3x,
c’est-a`-dire
∫
circuit
Idl ∧B dans notre cas (conducteurs filiformes).
Nous avons donc F = Il2B xˆ sur une extre´mite´ du circuit, soit une force totale
F = 2Il2B : il s’agit donc d’un forc¸age line´aire dans le courant I. Dans le cas ou` le
champ de l’aimant est de l’ordre de 1000 Gauss (0.1 Tesla) au niveau d’un circuit tel
que l2 ∼ 2 mm, nous trouvons une force de l’ordre de 10−5 N pour un courant injecte´
I ∼ 0.1 A, et F ∼ 10−4 N pour I ∼ 1 A. Meˆme dans le cas d’un champ B ∼ 100 Gauss
(10−2 Tesla), nous trouvons F ∼ 10−6 N pour I ∼ 0.1 A, et F ∼ 10−5 N pour I ∼ 1
A ! Ces ordres de grandeurs sont spectaculairement e´leve´s par rapport a` ceux obtenus
pre´ce´demment.
Evidemment, si le fil de torsion est fait d’un seul tenant comme l’indique la fig. 2.10,
le courant I aura tendance a` circuler essentiellement dans ce dernier, et non dans
le circuit e´lectrique solidaire du miroir. Pour e´viter de telles pertes, on minimise la
re´sitance49 des parties late´rales du circuit en choisissant un fil e´lectrique de diame`tre
suffisant, sans pour autant pe´naliser le rapport signal-sur-bruit du syste`me (qui varie
en raison inverse de la masse du syste`me).
Ne´anmoins, cette technique de forc¸age s’est ave´re´e tellement sensible qu’on peut en
48Le moment applique´ est donne´ par τ =
∫
x ∧ (J ∧ B) d3x ; pour donner un ordre de grandeur,
nous ne discutons que le cas de la force.
49Pour un conducteur ohmique R = ρl/S ou` ρ, l et S de´signent respectivement la re´sistivite´, la
longueur et l’aire de la section droite du conducteur.
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re`gle ge´ne´rale se passer de toute optimisation de ce genre : on privile´giera donc la mi-
nimisation de la masse du syste`me en re´alisant le circuit au moyen d’un fil de diame`tre
∅ . 0.5 mm.
Signalons enfin que lors de la re´alisation de ces deux dispositifs de forc¸age, de la
colle est de´pose´e en quantite´ non ne´gligeable sur la face arrie`re du miroir qui permet
d’effectuer la de´tection des petits de´placements x. Il faut prendre soin a` ce que cette
dernie`re n’alte`re pas la plane´ite´ du miroir, sans quoi les rayons lumineux issus de
l’interfe´rome`tre ne peuvent revenir sur leur chemin (il faut laisser la colle polyme´riser
sur des temps longs).
En outre, nous controˆlons relativement mal la contribution massique du circuit
e´lectrique ainsi amalgame´ dans la colle au moment d’inertie du syste`me (2.28) : ma-
nifestement, l’oscillateur est plus dense au niveau des extre´mite´s du miroir (du fait de
la pre´sence du circuit e´lectrique, cf fig. 2.10), mais il est difficile d’e´valuer finement ces
inhomoge´ne´ite´s. Cette impre´cision sera notamment a` l’origine des 5% d’erreur dans la
calibration de la force applique´e au syste`me (cf § 2.3.6).
2.3.5 Autres forc¸ages possibles
Nous indiquons deux dernie`res techniques de forc¸age, que nous n’avons pas teste´es,
mais dont les ordres de grandeur indiquent qu’elles sont envisageables, quoique difficiles
a` mettre en œuvre.
Forc¸age par pression de radiation
La premie`re technique de forc¸age consiste a` exciter le miroir solidaire de l’oscilla-
teur au moyen d’une onde plane e´lectromagne´tique : il s’agit du phe´nome`ne bien connu
de pression de radiation. C’est certainement la technique la plus “lourde” a` mettre en
œuvre, dans la mesure ou` il faut disposer d’un second laser, puissant, dont on puisse
moduler l’intensite´. Voyons la puissance ne´cessaire au laser pour pouvoir exciter le sys-
te`me.
Conside´rons une onde plane e´lectromagne´tique se propogeant dans un milieu di-
e´lectrique line´aire, de constante die´lectrique ε et perme´abilite´ magne´tique µ. Le flux
d’e´nergie moyen (ou encore : la puissance moyenne par unite´ de surface) d’une telle
onde e´lectromagne´tique est donne´ par le vecteur de Poynting moyen [Jac98, LL89]
S = E ∧H =
√
ε
µ
E2 n = vWn, (2.30)
ou` E et H de´signent les champs e´lectrique et magne´tique, n leur direction de propa-
gation, v = 1/
√
µε leur vitesse de propagation et W la force par unite´ de surface50
associe´e a` S.
50Noter que [S] =MT−3 et [W ] =ML−1T−2 = [pression].
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Dans le cas ou` une telle onde e´lectromagne´tique vient se re´fle´chir sur une paroi
re´fle´chissante, elle exerce sur cette dernie`re une force par unite´ de surface (une pression)
qui vaut (cf [LL89] § 47, pb. 1 p. 149)
f = Wn(N·n) +W ′n′(N·n′), (2.31)
ou` N de´signe la normale a` la paroi, R = W ′/W le coefficient de re´flexion de cette
dernie`re, n et n′ les directions de propagation du champ incident et re´fle´chi.
Typiquement, si le rayon lumineux se propage dans le vide, est issu d’un laser de
puissance
√
ε0/µ0E2 ∼ 100 mWcm−2 = 103 Wm−2 (respectivement∼ 1000 mWcm−2
= 104 Wm−2) et tombe sous incidence normale51 sur une portion du miroir de l’ordre
de 1 mm2 avec R ∼ 50%, la force applique´e au miroir vaudra52 F ∼ 1.5×103×10−6/c ∼
5× 10−12 N (respectivement ∼ 5× 10−11 N).
Par conse´quent, c’est seulement avec un laser de forte puissance ∼ 1 W cm−2 et
un oscillateur non immerge´ re´alise´ dans un mate´riau viscoe´lastique tre`s dissipatif (tel
le PVC ou le PMMA, ou` χ ∼ 200 N−1m, cf § 2.3.3) que nous pourrons mesurer la
re´ponse du syste`me : dans ce cas, le de´placement induit sera de l’ordre de 10−8 m [si
l’oscillateur est re´alise´ en laiton (χ ∼ 25 N−1m), le de´placement correspondant sera de
l’ordre de 10−9 m].
Ajoutons qu’e´tant donne´es les puissances ne´cessaires pour forcer le syste`me, il faut
s’attendre a` ce que le laser “re´chauffe” localement le syste`me et le porte temporaire-
ment hors d’e´quilibre, avant que les tempe´ratures du syste`me et du bain environnant ne
s’e´quilibrent. Cette technique de forc¸age semble donc a priori infe´rieure en tous points
aux techniques e´lectrostatiques et magne´tiques.
Forc¸age par effet Casimir
Une technique de forc¸age encore plus sophistique´e, mettant notamment en jeu des
effets quantiques, consiste a` tirer profit de l’effet Casimir. Pour mettre en œuvre cette
technique, il est ne´cessaire de faire le vide dans le cellule de l’oscillateur (cf fig. 2.14) :
expe´rimentalement, c’est une difficulte´ supple´mentaire.
La fig. 2.15 repre´sente sche´matiquement la configuration correspondante : une plaque
conductrice mobile est inse´re´e en x = R dans une cavite´ cubique de parois condutrices
de dimension L≫ R. Casimir et Polder [CP42] calcule`rent en 1948 les e´nergies de point
ze´ro ER, ELR et EL des trois cavite´s e´lectromagne´tiques ainsi re´alise´es (on peut trouver
un calcul complet dans [Bal98, IZ80], par exemple). Leur re´sultat est que l’insertion de
la plaque conductrice dans la cavite´ a pour effet d’induire une diffe´rence d’e´nergie53
∆E = ER + ELR − EL = −~c π
2
720
L2
R3
, (2.32)
51Une incidence non normale du faisceau laser sur la surface re´fle´chissante du miroir ne modifie pas
quantitativement les ordres de grandeur indique´s.
52√ε0µ0 = 1/c.
53Les e´nergies de point ze´ro ER, ELR et EL divergent (on les re´gularise en introduisant un cutoff,
cf [Bal98]) ; cependant, la diffe´rence ∆E est finie.
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Fig. 2.15 – Effet Casimir. Une plaque conductrice mobile est inse´re´e en x = R dans
une cavite´ cubique de parois condutrices de dimension L≫ R.
a` laquelle correspond une force attractive par unite´ de surface (une pression) entre la
plaque conductrice situe´e en x = R et la paroi conductrice de la cavite´ situe´e en x = 0
F = − 1
L2
∂∆E
∂R
= − ~c
240
π2
R4
. (2.33)
Les crite`res de validite´ de la force ainsi obtenue sont d’une part que la distance R
doit eˆtre telle que R≪ L, d’autre part que les parois conside´re´es doivent eˆtre exemptes
de charges e´lectrostatiques, “propres” et d’une plane´ite´ parfaite. Donnons un ordre de
grandeur de la force qui peut ainsi eˆtre applique´e au syste`me.
Au moyen d’une platine de translation microme´trique comple´te´e d’un cristal pie´-
zoe´lectrique, on peut approcher une e´lectrode a` une distance R0 ∼ 1 µm du miroir
solidaire de l’oscillateur (la face du miroir en question sera dore´e). La cavite´ est re´a-
lise´e par la cellule de l’oscillateur : L est donc de l’ordre du centime`tre, et nous nous
plac¸ons donc pre´cise´ment dans la situation ou` R≪ L.
Dans ce cas, on obtient une force par unite´ de surface de l’ordre de 10−3 Pa (a`
nouveau, nous posons R = R0 + x avec x ≪ R0). En supposant que l’e´lectrode et le
miroir interagissent sur une surface de l’ordre de 1 mm2, nous trouvons une force de
l’ordre de 10−9 N, soit un de´placement induit x ∼ 10−8 m pour du laiton dans l’air
(x ∼ 10−7 m pour du PMMA ou du PVC).
Il s’agit donc d’une autre possibilite´ pour forcer l’oscillateur, cependant fort peu
adapte´e au cas de la mesure de la re´ponse du syste`me, puisque nous ne disposons
pas d’un parame`tre de controˆle pour appliquer cette force au syste`me. On peut par
exemple mettre a` profit cette force pour plonger l’oscillateur dans un potentiel non
line´aire, lorsqu’une force e´lectrostatique ou magne´tique est de´ja` applique´e au syste`me
(cf chaps. 4 et 5).
2.3.6 Calibration de la force et ve´rification du TFD
Nous avons passe´ en revue dans les paragraphes pre´ce´dents diffe´rentes techniques
pour forcer le syste`me et mesurer sa re´ponse : dans le cas e´lectrostatique, la force appli-
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que´e est quadratique dans la tension applique´e V , dans le cas magne´tique cette dernie`re
est line´aire ou quadratique dans le courant injecte´ I, et dans le cas du forc¸age base´ sur
la pression de radiation d’une onde e´lectromagne´tique, cette dernie`re est line´aire dans
l’intensite´ qui alimente le laser.
Nous noterons indiffe´remment λ le parame`tre de controˆle de la force applique´e a`
l’oscillateur, qu’il s’agisse d’un courant, d’une tension ou de leurs carre´s respectifs :
ainsi, l’e´quation du mouvement de l’oscillateur amorti (2.14) force´ s’e´crit (au terme de
bruit ζ pre`s) [−mω2 + k′ − i(k′′ + ηω)]xˆ = Fˆext ≡ aλˆ. (2.34)
La calibration de la force applique´e Fext consiste a` de´terminer la constante de pro-
portionnalite´ a entre Fext et λ.
Expe´rimentalement, on de´termine la re´ponse du syste`me en donnant au parame`tre
de controˆle λ les caracte´ristiques d’un bruit blanc, dans la bande de fre´quences que l’on
de´sire e´tudier. Cela est facilement re´alise´ au moyen d’un analyseur de spectre ou d’une
carte ge´ne´ratrice de signaux. La re´ponse ainsi mesure´e a pour expression [cf (2.15)]
χ˜′ =
x˜
λ˜
=
a
−m(2π)2ν2 + k′ − i(k′′ + 2πην) = aχ˜, (2.35)
ou` χ˜ = x˜/F˜ext de´signe la re´ponse “absolue” du syste`me.
On peut de´terminer la constante de proportionnalite´ a en remarquant que la partie
re´elle de χ˜′−1 est un polynoˆme du premier ordre en ν2 : l’ajustement de Re χ˜′−1 au
moyen du polynoˆme P(ν) = A0 + A1ν
2 doit donc donner a = k′/A0, ou` k′ = mω20 de´-
signe la raideur de l’oscillateur a` vide (on connaˆıtm et ω0, que l’on mesure au pre´alable).
Noter que la de´termination de a a` partir de la courbureA1, d’apre`s a = −m(2π)2/A1,
est syste´matiquement biaise´e dans le cas ou` l’oscillateur est immerge´, en raison de la
masse de fluide de´place´e par le miroir, comme nous l’avons signale´ au §2.3.2.
La courbure A1 peut toutefois nous permettre de ve´rifier que nous sommes cohe´-
rents et que ne commettons pas d’erreur dans la de´termination de a : en effet, le rapport√
|A0/A1| doit pre´cise´ment correspondre a` la fre´quence de re´sonance de l’oscillateur
ν ′0 dans la configuration expe´rimentale envisage´e (i.e. immersion ou non de l’oscillateur).
La de´termination de la force applique´e Fext ne´cessite donc seulement de connaˆıtre
la fre´quence de re´sonance de l’oscillateur a` vide ν0 [que l’on mesurera, ce qui sera nette-
ment plus pre´cis qu’utiliser la formule (2.25)] ainsi que, soit la masse m de l’oscillateur
dans le cas de la flexion [donne´e par (2.25) : il suffira de peser le levier ainsi que le
miroir, auquel cas k′ = (2π)2mν0], soit le moment d’inertie I de l’oscillateur dans le cas
de la torsion [donne´ par (2.28) : il suffira de mesurer et de peser pre´cise´ment chacune
de ses parties, auquel cas C ′ = (2π)2Iν0].
En proce´dant ainsi, l’erreur dans la de´termination de la force applique´e Fext n’ex-
ce`de pas 5%, a` condition toutefois que la re´ponse mesure´e (2.35) soit convenablement
moyenne´e afin d’en de´terminer correctement le comportement a` tre`s basse fre´quence,
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Fig. 2.16 – Mesure de la re´ponse. Les courbes en traits continus repre´sentent la
mesure et les ◦ repre´sentent leurs ajustements paraboliques (l’huile utilise´e est telle que
η ∼ η0 + ωη1).
dont de´pend crucialement le coefficient A0. On peut notamment mesurer cette der-
nie`re par morceaux, en injectant un bruit blanc sur de petites bandes de fre´quences de
l’ordre de 5 Hz (et en raccordant nume´riquement l’ensemble des re´ponses obtenues afin
de s’assurer que l’on ne commet pas d’erreur).
La fig. 2.16 reporte la mesure des parties re´elles et imaginaires de la re´ponse χ˜′−1
dans le cas d’un oscillateur de torsion au sein duquel on fait circuler un courant, et qui
est force´ par des aimants permanents fixe´s a` l’exte´rieur de sa cellule (forc¸age magne´-
tique) : la configuration expe´rimentale adopte´e correspond aux figs. 2.12(ii) et 2.14.
L’oscillateur conside´re´ est tel que l1 = 4 mm, d1 = 0.75 mm, h1 = 50 µm, l2 = 7
mm, d2 = 2.25 mm et h2 = 1.04 mm (cf fig. 2.10). Le syste`me a une masse effective,
inte´grant le dispositif de forc¸age, de m = 4.02× 10−2 g, et une fre´quence de re´sonance
a` vide ν0 = 326.25 Hz [a` ne pas confondre avec la fre´quence ν
′
0 qu’indique la fig. 2.16(i),
voir plus bas] : la raideur ainsi que le moment d’inertie de l’oscillateur a` vide valent
donc respectivement C ′ = 7.50× 10−4 Nmrad−1 et I = 1.79× 10−10 kgm2.
Afin de faciliter la mesure des fluctuations thermiques de l’oscillateur, nous l’avons
immerge´ dans une huile mine´rale (d’indice optique n = 1.65, de viscosite´ η = 121.3
mPa s et de densite´ ρf = 0.9 ρeau a` T = 21.3
◦C). Sa fre´quence de re´sonance se de´place
au voisinage de ν ′0 = 213 Hz (en accord avec ce qui a e´te´ dit au § 2.3.2), comme on peut
l’observer sur la fig. 2.16(i) : ν ′0 correspond pre´cise´ment au passage a` ze´ro de Re χ˜
′−1.
On remarquera sur la fig. 2.16(ii) que Im χ˜′−1 a un comportement le´ge`rement para-
bolique : cela est duˆ au fait que l’huile utilise´e est telle que η ∼ η0+ωη1 dans la gamme
de fre´quences e´tudie´e (cf § 2.3.1).
Une fois la force Fext calibre´e, nous pouvons de´terminer si le syste`me e´tudie´ est
a` l’e´quilibre thermodynamique ou non. Si c’est le cas, le spectre de fluctuation 〈|x˜|2〉
obtenu a` Fext = 0 ainsi que le spectre de fluctuation
4kBT
2πaν
Im χ˜′ tire´ de la mesure de la
re´ponse χ˜′ doivent se superposer l’un sur l’autre, aux erreurs expe´rimentales de mesure
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Fig. 2.17 – Ve´rification du TFD. Nous repre´sentons le spectre de fluctuation 〈|θ˜|2〉
obtenu a` Mext = 0 (ligne continue) ainsi que le spectre de fluctuation
4kBT
2πaν
Im χ˜′ tire´ de
la mesure de la re´ponse χ˜′ (symboles ◦). Les deux spectres se superposent exactement
l’un sur l’autre : le TFD est ve´rifie´, et le syste`me est a` l’e´quilibre.
pre`s, en vertu du TFD
〈|x˜|2〉 = 4kBT
2πaν
Im χ˜′. (2.36)
C’est pre´cise´ment ce que nous observons sur la fig. 2.17, qui reporte le spectre de
fluctuation 〈|θ˜|2〉 obtenu a` Mext = 0 ainsi que le spectre de fluctuation 4kBT2πaν Im χ˜′ tire´
de la mesure de la re´ponse χ˜′. On remarquera que les deux spectres se superposent
exactement l’un sur l’autre : le TFD est bien ve´rifie´, et le syste`me est a` l’e´quilibre.
Remarquons que la relation de fluctuation-dissipation (2.36) peut servir de de´fi-
nition a` la tempe´rature T du syste`me e´tudie´. En effet, si nous connaissons en re`gle
ge´ne´rale la tempe´rature du re´servoir au contact duquel se trouve l’oscillateur54, nous
pouvons aussi conside´rer cette dernie`re comme un parame`tre d’ajustement supple´men-
taire, de´termine´ de fac¸on a` ce que le spectre de fluctuation 〈|x˜|2〉 obtenu a` Fext = 0 se
superpose au spectre de fluctuation 4kBT
2πaν
Im χ˜′ tire´ de la mesure de la re´ponse χ˜′.
Nous disposons donc en quelque sorte d’un “thermome`tre” du syste`me. Un tel pro-
ce´de´ n’est e´videmment valable que si le syste`me est a` l’e´quilibre thermodynamique.
Dans le cas contraire, nous devons observer une violation du TFD (2.36).
54A tempe´rature ambiante, on prendra kBT ≃ 25 meV ≃ 4.005× 10−21 J.
Chapitre 3
Techniques de re´duction du bruit
Malgre´ la mise en place d’un dispositif complet d’isolation du montage et l’opti-
misation du rapport signal-sur-bruit des fluctuations thermiques de notre oscillateur
me´canique amorti (cf chapitre 2), un bruit re´siduel est toujours transmis au syste`me
dans la majorite´ des cas.
Afin de filtrer efficacement ce dernier et analyser son influence en temps re´el sur
les fluctuations thermiques de l’oscillateur, nous avons mis au point une technique de
re´duction du bruit s’inspirant du filtrage de Wiener (§ 3.2).
Avant d’en voir le principe et les re´sultats qu’elle donne dans le cadre de nos me-
sures, nous passons en revue les solutions ge´ne´ralement adopte´es pour filtrer le bruit
transmis a` un syste`me expe´rimental, en particulier a` basse fre´quence. Nous souligne-
rons notamment les imperfections de telles solutions et motiverons la ne´cessite´ d’une
technique de re´duction du bruit adapte´e a` notre dispositif expe´rimental. (Les re´sultats
obtenus ont fait l’objet d’une publication [DBCP04].)
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3.1 Ge´ne´ralite´s
Comme nous l’avons mentionne´ au chapitre 2 dans le cas particulier de la mesure
des fluctuations thermiques d’un oscillateur me´canique amorti, la mesure de signaux de
tre`s faible amplitude est en re`gle ge´ne´rale fort de´licate, notamment a` basse fre´quence,
ou` toute sorte de perturbation exte´rieure est ge´ne´ralement transmise au montage (bruit
sismique, acoustique, me´canique, e´lectrique, e´lectromagne´tique, etc.).
Etudier le comportement basse fre´quence de signaux de tre`s faible amplitude consti-
tue donc une taˆche ardue, et l’on a` souvent recours a des dispositifs de filtrage divers
et varie´s (nous en avons de´ja` vu quelques-uns au chap. 2), afin de filtrer efficacement le
bruit.
Les enjeux, tant dans les laboratoires de recherche que dans l’industrie, sont consi-
de´rables. A titre d’exemple, on peut citer l’industrie microe´lectronique, qui s’e´quipe
massivement de plateaux semblables aux tables optiques traditionnelles, stabilise´s sur
une position d’e´quilibre avec une e´lectronique de contre-re´action doue´e d’un temps de
re´ponse extreˆmement faible, afin d’e´viter que toute perturbation sismique ne viennent
perturber l’assemblage des composants miniatures sur la chaˆıne.
Il est clair que dans ce secteur, un indutriel ne peut se permettre un faible taux
de reproductibilite´, et que toutes les pre´cautions sont prises pour s’affranchir du bruit
environnemental.
Ces tables, fort sophistique´es, peuvent meˆme en quelque sorte “anticiper” le bruit
exte´rieur si on porte a` leur connaissance un spectre typique de la re´ponse du montage
au bruit exte´rieur. Naturellement, ces tables sont extreˆmement couˆteuses (de l’ordre
de 80000 e pour des performances en principe e´quivalentes a` celles de notre dispositif
d’isolation, cf chap. 2), et ce d’autant plus que l’on cherche a` filtrer un bruit basse
fre´quence de tre`s faible amplitude [Int03a, Int03b, Int03c, Fon05].
Par ailleurs, si les constructeurs de tels dispositifs indiquent la re´ponse de leurs
instruments ainsi que ses fre´quences de coupure, ils mentionnent rarement l’amplitude
de la sollicitation externe (ge´ne´ralement re´alise´e au moyen de vibreurs) qui a permis
d’obtenir une telle re´ponse. Or il s’agit la` d’un point crucial. La fig. 2.3(ii) illustre bien
ce point : le dispositif commercial utilise´ [Fon05] annonce un filtrage du bruit de`s 0.7
Hz qui n’a manifestement pas e´te´ obtenu dans les meˆmes conditions de sensibilite´ que
celles de notre expe´rience.
On peut bien e´videmment citer l’industrie musicale, qui s’e´quipe naturellement de
salles acoustiques aux murs aphoniques forts couˆteuses afin d’atte´nuer toute pertur-
bation acoustique, ainsi que les salles blanches dont s’e´quipe a` nouveau l’industrie
microe´lectronique afin de s’affranchir de toute pollution particulaire.
Afin d’isoler tout montage de champs magne´tiques exte´rieurs, l’industrie s’est depuis
longtemps lance´e dans la fabrication de cages de Faraday, dont les parois en acier
inoxydable peuvent atteindre des e´paisseurs de pre`s d’un demi-me`tre et des prix hors
de porte´e de tout laboratoire de recherche public standard [Ets02].
De tels couˆts se comprennent facilement en raison de la de´pendance en 1/
√
ν de
l’e´paisseur de peau δ du mate´riau utilise´ pour re´aliser les parois de la cage (cf Annexe
A) : par exemple, si ces dernie`res sont en cuivre, δ = 6.52 × 10−2/√ν, soit 20.6 cm a`
0.1 Hz.
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Dans le domaine de la recherche, on peut citer les projets LIGO1 et VIRGO2,
qui ont ne´cessite´ la re´alisation d’une multitude de dipositifs d’isolation dans le but
de de´tecter les ondes gravitationnelles e´mises par des syte`mes d’e´toiles binaires, afin
de mettre indirectement en e´vidence la pre´sence de trous noirs dans l’univers [Los01,
CF95, OR94].
Etant donne´ le fort couˆt de ces dispositifs d’isolation actifs et passifs, un effort de
recherche constant continue de s’exercer dans ce domaine tant par de´fit que par manque
de moyens [PF02].
Typiquement, les vibrations sismiques transmises par le sol dans un laboratoire de
recherche vont du continu a` la centaine de Hertz, et l’atte´nuation de ces dernie`res se fait
traditionnellement en disposant le montage sur une table optique, dont les fre´quences
de re´sonance sont ge´ne´ralement de l’ordre du Hertz. On ne peut donc espe´rer filtrer le
bruit pour des fre´quences infe´rieures a` ces dernie`res.
Il s’agit e´videmment d’une solution bien adapte´e pour des mesures a` haute fre´-
quence ; en revanche ces tables sont absolument inadapte´es pour des mesures a` basse
fre´quence, notamment voisine ou infe´rieure a` l’Hertz. En effet, le bruit est ge´ne´ralement
amplifie´ dans cette gamme de fre´quences par les re´sonances de la table.
Comme nous l’avons mentionne´ en de´but de paragraphe, on comple`te en re`gle ge´ne´-
rale le dispositif d’isolation passif ainsi mis en place par des dispositifs actifs, ge´ne´rale-
ment base´s sur une contre-re´action : un capteur mesure le bruit transmis au montage,
et des actionneurs me´caniques et / ou hydrauliques sont actionne´s en conse´quence afin
de stabiliser le montage sur une position d’e´quilibre. C’est e´videmment la rapidite´ de
l’e´lectronique de contre-re´action (son temps de re´ponse) ainsi que la qualite´ des ac-
tionneurs qu’elle active qui de´termine les performances (et le couˆt) d’un tel syste`me
d’isolation.
Le principe est essentiellement le meˆme pour isoler un montage de champs ma-
gne´tiques exte´rieurs : une cage de Faraday e´crante autant que possible le champ ma-
gne´tique, et un dispositif actif se charge des composantes basse fre´quence du champ
re´siduel transmis au montage [Ets02].
Ces dispositifs d’isolation actifs sont toutefois limite´s par le niveau de bruit de leurs
capteurs et de leurs actionneurs. En outre, la calibration de ces dispositifs est en re`gle
ge´ne´rale fort de´licate.
Partant de ces conside´rations, nous proposons une technique de re´duction du bruit,
qui s’inspire du filtrage de Wiener, et qui prend le parti de ne pas chercher a` stabiliser
le montage sur une position d’e´quilibre, mais plutoˆt d’embarquer un de´tecteur sur le
montage afin de mesurer le bruit transmis a` ce dernier in situ, l’ensemble du montage
e´tant au pre´alable isole´ par les dispositifs passifs que nous avons de´taille´s au chapitre
2.
1Projet ame´ricain.
2Projet franco-italien.
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3.2 Filtrage de Wiener, de Kalman-Bucy et onde-
lettes
Dans la mesure ou` la technique de re´duction du bruit que nous avons mise au point
est en quelque sorte une forme de´rive´e du filtrage de Wiener adapte´e a` notre dispositif
expe´rimental, je commencerai par exposer succinctement le filtrage de Wiener. Signa-
lons que le the`me ge´ne´ral du de´bruitage de signaux ale´atoires rele`ve du traitement du
signal, et constitue un domaine de recherche a` part entie`re3.
Comme l’indiquent clairement les mesures que nous pre´sentons plus loin au § 3.3.2, le
bruit qui perturbe notre syste`me est en re`gle ge´ne´rale non stationnaire. Naturellement,
il existe ple´thore de techniques de re´duction du bruit, notamment des techniques a` base
d’ondelettes [MMOP03, Maˆı03], qui s’adaptent a` un tel cas.
Ne´anmoins, ces techniques sophistique´es, notamment difficiles a` mettre en œuvre ex-
pe´rimentalement et alourdissant conside´rablement le traitement des donne´es, reposent
le plus souvent sur des hypothe`ses tre`s fortes sur le bruit en question, et sont donc peu
robustes.
Je ne m’e´tendrai donc pas davantage sur le sujet et tenterai simplement de mon-
trer comment nous pouvons tirer profit au maximum de la technique de re´duction du
bruit que nous proposons, en soulignant les hypothe`ses sur lesquelles elle repose, et en
montrant comment ces dernie`res peuvent eˆtre affaiblies.
Le filtrage de Wiener date de 1942 [Wie42, BS50, ZR50, Dar58, Max87, Pap84,
Lif81, BLP61] : Wiener s’e´tait alors pose´ la question tout a` fait ge´ne´rale de savoir
s’il est possible de se´parer deux signaux ale´atoires x(t) et ε(t) lie´s par une relation
fonctionnelle Φ telle que
X(t) = Φ [x(t), ε(t)] . (3.1)
La situation concre`te qui vient naturellement a` l’esprit est celle de la mesure d’une
observable x, qui donne — comme c’est malheureusement souvent le cas — un signal
bruite´ X. Dans ce cas, ε de´signe un bruit et x le signal “utile” que l’on de´sire mesurer.
La forme pre´cise de la relation (3.1) entre les signaux x et ε de´pend e´videmment
du contexte envisage´ : on sait, par exemple, que cette dernie`re est multiplicative dans
le cas du parasitage des images cathodiques par un bruit (i.e. X = x× ε).
Comme l’expe´rience le montrera au § 3.3.2, notre situation expe´rimentale correspond
au cas d’un bruit additif : le signal mesure´ X s’e´crit
X(t) = x(t) + ε(t). (3.2)
Nous supposerons en outre que les signaux x et ε sont stationnaires au deuxie`me
ordre, ergodiques, centre´s et re´els4.
3Les re´fe´rences portant sur ce sujet sont assez disperse´es dans la litte´rature ; bien qu’anciennes,
les re´fe´rences [WS75, Wie42, BS50, ZR50, ZR52, Dar58, Kal60, KB61, Dav52, Boo52, Lee56, SF58,
BJ65, SJ67, AT67, Kai68, Dem70, TK83, FTN95] sont particulie`rement utiles.
4Cf n’importe quel ouvrage de traitement du signal pour la terminologie employe´e (cf [Max87,
Pap84, BLF53, BLP61, BL63], par exemple).
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χ
X = x+ ε x̂ = χ ∗X
Fig. 3.1 – Filtre de Wiener. Le filtrage de Wiener consiste a` construire un filtre
line´aire, de re´ponse χ, qui permette d’extraire du signal bruite´ X = x+ε un estimateur
x̂ du signal souhaite´ x, de´termine´ par la relation x̂ = χ ∗X.
Le filtrage de Wiener, dont le principe est sche´matise´ sur la fig. 3.1, consiste a`
construire un filtre line´aire, de re´ponse χ(t) re´elle et causale, qui permette d’extraire
du signal bruite´ X un estimateur x̂ du signal souhaite´ x, de´termine´ par la relation5
x̂(t) = (χ ∗X)(t). (3.3)
Le crite`re qui permet de re´aliser un tel filtre est donne´ par la minimisation de l’e´cart
quadratique moyen ∆ = E
(
[χ ∗X − x]2) entre l’estimateur x̂ du signal souhaite´ x et
ce dernier6. D’apre`s la relation (3.3), l’e´cart quadratique moyen ∆ a pour expression
∆ =
∫
χ(t1)χ(t2) E
[
X(t− t1)X(t− t2)
]
dt1dt2 +
− 2
∫
χ(t′) E
[
x(t′)X(t− t′)] dt′ + E[x2(t)], (3.4)
ce qui peut s’e´crire au moyen des fonctions de corre´lation ΓX(τ) = E
[
X(t)X(t − τ)]
et ΓxX(τ) = E
[
x(t)X(t− τ)]
∆ =
∫
χ(t1)χ(t2) ΓX(t1 − t2) dt1dt2 − 2
∫
χ(t′) ΓxX(t′) dt′ + Γx(0). (3.5)
La minimisation de l’e´cart quadratique moyen ∆ s’effectue en annulant sa premie`re
variation [GF63]
δ∆ = −2
∫ [
ΓxX(t1)−
∫
χ(t2) ΓX(t1 − t2) dt2
]
δχ(t1) dt1, (3.6)
ce qui conduit au re´sultat suivant7 :
ΓxX(t)− (χ ∗ ΓX)(t) = 0 ⇐⇒ SxX − χ˜ SX = 0. (3.7)
Ce re´sultat est tout a fait ge´ne´ral : il de´pend pas de la forme pre´cise de la relation
Φ (3.1) qui lie les signaux x et ε. En explicitant X = x+ ε, nous trouvons
χ˜ =
Sx + Sxε
Sx + Sε + 2ReSxε
. (3.8)
5Dans ce chapitre, x̂ (avec un chapeau large) de´signe l’estimateur du signal souhaite´ x et non sa
transforme´e de Fourier (note´e xˆ).
6E(X) et 〈X〉 de´signent l’espe´rance mathe´matique de la variable ale´atoire X.
7ΓX
F7→ SX et ΓxX F7→ SxX , ou` SX et SxX de´signent les densite´s spectrales d’e´nergie usuelles.
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Fig. 3.2 – Filtrage de Wiener : test nume´rique (i). Le signal utile x(t) = cos 2πν0t
est “noye´” dans un bruit blanc gaussien ε de variance σ2 ≃ 33.3.
Cette expression se simplifie si les signaux x et ε ne sont pas corre´le´s8 : dans ce cas,
la re´ponse du filtre est donne´e par le rapport
χ˜ =
Sx
Sx + Sε
. (3.9)
La re´ponse ainsi obtenue n’est pas causale en re`gle ge´ne´rale. L’e´tape suivante du
calcul consiste donc a` rendre le filtre causal, et complique singulie`rement les calculs ;
nous ne les de´velopperons pas davantage (cf [Pap84], par exemple).
En revanche, nous pouvons tester nume´riquement les relations (3.3) et (3.9) en im-
posant x et ε, qui peuvent eˆtre des signaux ale´atoires de distributions diverses et varie´es
(uniforme, bruit blanc, bruit colore´, etc.) et / ou simplement des signaux pe´riodiques.
Un bon indicateur de la reconstruction du signal x sera la de´viation ∆(t) = x̂(t)−
x(t) de l’estimateur x̂, construit sur la base des relations (3.3) et (3.9), par rapport au
signal utile x.
Un autre indicateur de la qualite´ de la reconstruction du signal x sera le rapport
Λ =
√
〈∆2〉/〈x2〉 de l’e´cart quadratique moyen de ∆ par celui de x, dont on s’attend a`
ce que Λ ∼ 1/√N pour N suffisamment grand9, ou` N de´signe le nombre de re´alisations
sur lequel les densite´s spectrales Sx et Sε sont calcule´es.
Les figs. 3.2 et 3.3 comparent le signal utile x, qui est une fonction oscillante ou
un produit de fonctions oscillantes, avec son estimateur x̂ tire´ des relations (3.3) et
(3.9). Dans chaque cas, le bruit ε est un bruit blanc gaussien qui “noie” comple`tement
le signal utile x, comme on peut le voir sur les se´ries de X.
8C’est-a`-dire si Γxε = 0, auquel cas Sxε = 0.
9En vertu du the´ore`me-limite central [JP03].
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Fig. 3.3 – Filtrage de Wiener : test nume´rique (ii). Le signal utile x(t) =
cos (2πν0t) cos (20πν0t) est “noye´”dans un bruit blanc gaussien ε de variance σ
2 ≃ 33.3.
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Fig. 3.4 – Filtrage de Wiener : test nume´rique (iii). Le signal utile x(t) =
cos 2πν0t est “noye´” dans un bruit blanc gaussien ε de variance σ
2 ≃ 33.3. Nous faisons
varier le nombre de re´alisations N sur lequel sont calcule´es les densite´s spectrales Sx
et Sε. L’ajustement de Λ par 1/
√
N est repre´sente´ par la ligne continue.
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S’il s’agit d’une situation simplifie´e a` l’extreˆme, il faut toutefois remarquer que la
reconstruction du signal utile est excellente dans chaque cas, en de´pit du fait que le
bruit ε “noie” comple`tement ce dernier. En outre, le rapport Λ se comporte bien en
1/
√
N , comme nous nous y attendions (cf fig. 3.4).
Il est clair qu’en pratique le filtrage de Wiener est inapplicable sous la forme (3.9),
puisque la mesure ne donne e´videmment acce`s qu’a` des estimateurs de X et ε. En
pratique, on de´termine la re´ponse du filtre de Wiener (si x et ε ne sont pas corre´le´s)
d’apre`s la relation
χ˜ =
SX − Sε
SX
. (3.10)
Pour mettre en œuvre le filtrage de Wiener, il faut donc (i) soit disposer de deux
mesures inde´pendantes des signauxX et ε, (ii) soit faire des hypothe`ses supple´mentaires
sur le bruit ε, dont les proprie´te´s statistiques sont a priori inconnues si l’on ne dispose
que de la mesure de X.
Tandis qu’en re`gle ge´ne´rale des hypothe`ses diverses et varie´es sont faites sur la na-
ture du bruit, nous verrons au § 3.3 que notre technique de re´duction du bruit exploite
au maximum la premie`re alternative, en adaptant la forme (3.10) a` notre dispositif
expe´rimental.
Signalons enfin que la re´ponse obtenue (3.10) est tributaire de l’hypothe`se de sta-
tionnarite´ des signaux x et ε (d’ailleurs, c’est presque la seule hypothe`se que nous ayons
faite avec l’additivite´ du bruit ε, l’ergodicite´ n’e´tant pas re´ellement ne´cessaire10).
Comme nous le verrons au § 3.3.2, nos mesures indiquent clairement que dans nos
expe´riences le bruit ε n’est pas stationnaire. Plutoˆt que d’adopter des formes de fil-
trage adapte´es au cas de signaux ale´atoires non stationnaires, comme le filtrage de
Kalman-Bucy [Kal60, KB61, Lif81, Pap84], qui e´tend le filtrage de Wiener au cas
non stationnaire, nous montrerons qu’il est possible d’e´tendre astucieusement la forme
adapte´e de (3.10) au cas non stationnaire.
Voyons maintenant comment nous avons adapte´ le filtrage de Wiener a` notre dis-
positif expe´rimental.
3.3 Technique de re´duction du bruit
Rappelons que nous de´sirons mesurer le de´placement x duˆ aux fluctuations ther-
miques d’un oscillateur me´canique a` l’e´quilibre. Pour ce faire, nous avons tente´ de
minimiser au maximum l’influence du bruit environnemental ε en (i) re´alisant un dis-
positif complet d’isolation du montage (cf § 2.1.2) et (ii) en optimisant autant que
possible le rapport signal-sur-bruit des fluctuations thermiques du syste`me a` l’e´quilibre
(cf § 2.3.2).
Ne´anmoins, il s’est ave´re´ que les pre´cautions (i) et (ii) ne sont pas suffisantes en
re`gle ge´ne´rale pour s’affranchir du bruit exte´rieur ε. L’influence du bruit ε sur notre
10En cas d’ergodicite´, E(X) et 〈X〉 de´signent indiffe´remment la moyenne d’ensemble ∫ X dP(X)
ou la moyenne temporelle X = limτ→∞ 1τ
∫ τ
0
X(t) dt ; si ce n’est pas le cas, il s’agit d’une moyenne
temporelle.
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mesure est certes minimise´e, mais une contribution re´siduelle est manifestement tou-
jours transmise au syste`me dans la gamme de fre´quences e´tudie´e, notamment a` basse
fre´quence.
Nous nous plac¸ons donc dans la situation ou` le de´placement mesure´ s’e´crit en re´alite´
X = x + O(ε), ou` le de´placement “thermique” x est manifestement stationnaire si le
syste`me fluctue a` l’e´quilibre.
Dans ce cas, il est clair qu’on ne saurait tirer de la seule mesure de X la moindre
information statistique sur le bruit ε. Nous ne pouvons donc pas utiliser directement le
filtrage de Wiener sous la forme (3.10), a` moins d’e´mettre “en aveugle” des hypothe`ses
supple´mentaires sur le bruit ε. C’est e´videmment une alternative peu re´aliste, d’autant,
comme on le verra au § 3.3.2, que le bruit ε est non stationnaire. Nous proposons donc
la solution suivante.
3.3.1 Principe
Nous reprenons l’analyse du filtrage de Wiener esquisse´e au § 3.2 : nous de´sirons
re´aliser une mesure du de´placement x, qui se couple — comme c’est malheureusement
souvent le cas — avec un bruit environnemental ε. Il en re´sulte que le signal mesure´ ne
correspond, en re`gle ge´ne´rale, aucunement au signal souhaite´ x mais a` une combinaison
complexe de x et du bruit ε.
Si le bruit ε est additif, le signal X mesure´ par l’expe´rimentateur s’e´crit
X(t) = x(t) + ε(t). (3.11)
Nous ferons en outre les hypothe`ses suivantes : (i) les signaux x et ε ne sont pas
corre´le´s, (ii) les signaux x et ε sont stationnaires.
Comme on le verra, cette dernie`re hypothe`se peut eˆtre affaiblie. Par ailleurs, on
peut supposer que les signaux x et ε sont ergodiques, mais cela n’est pas essentiel
(d’autant plus qu’en pratique c’est une condition rarement ve´rifie´e) et ne modifie en
rien le re´sultat qui est obtenu plus loin.
Imaginons qu’une autre mesure, re´alise´e en meˆme temps que celle de X, permette
de mesurer le bruit ε. Nous verrons au § 3.3.2 comment cela peut eˆtre re´alise´ expe´ri-
mentalement ; l’ide´e a` retenir est qu’en pratique nous disposons d’un second syste`me
de de´tection qui de´livre un signal εmes(t).
Si le bruit ε est de faible amplitude, εmes et ε de´pendent line´airement l’un de l’autre
(re´gime de la re´ponse line´aire) ; autrement dit, il existe une hypothe´tique fonction
re´ponse χ, a priori inconnue de nous11, telle que
εˆmes(ω) = χˆ
−1(ω) εˆ(ω). (3.12)
Noter qu’aucune hypothe`se n’est faite sur χ qui, encore une fois, est a priori inconnue
de nous. Ceci e´tant, le signal utile x peut s’e´crire
xˆ = Xˆ − χˆ εˆmes. (3.13)
11Nous ne connaissons en effet que le bruit εmes transmis au syste`me.
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Si nous supposons que ce dernier et le bruit mesure´ εmes ne sont pas corre´le´s, c’est-
a`-dire si
〈x ε∗mes〉 = 0, (3.14)
la re´ponse χ peut s’exprimer simplement comme le rapport (mesurable)
χˆ =
〈Xˆ εˆ∗mes〉
〈|εˆmes|2〉 . (3.15)
Si x et εmes ne sont pas corre´le´s, nous sommes donc conduits au re´sultat suivant :
a` partir de la seule mesure simultane´e de X et εmes, nous pouvons de´terminer le signal
utile x ainsi que son spectre 〈|xˆ|2〉
x(t) = X(t)− (χ ∗ εmes) (t) =⇒ 〈|xˆ|2〉 = 〈|Xˆ|2〉 − |χˆ|2 〈|εˆmes|2〉, (3.16)
ou` χˆ est donne´e par (3.15).
Puisque nous avons anticipe´ sur les mesures que nous pre´sentons plus loin (cf § 3.3.2)
en annonc¸ant que le bruit ε est non stationnaire dans nos expe´riences, voyons comment
on peut affaiblir l’hypothe`se (ii) de stationnarite´ des signaux.
Supposons a` cet effet que Xˆ, εˆmes et χˆ sont des fonctions lentement variables du
temps, sur un intervalle de temps caracte´ristique τ . Il est clair que si l’on effectue les
moyennes 〈·〉 dans les relations (3.15) et (3.16) sur des intervalles de temps δτ ≪ τ , ces
dernie`res relations ne perdront rien de leur validite´, du fait de la quasi-stationnarite´ de
Xˆ, εˆmes et χˆ sur des intervalles de longueur δτ .
Ainsi, notre me´thode s’accomode aussi bien du cas stationnaire que du cas non
stationnaire ; dans ce dernier cas, la re´ponse χˆ (3.15) doit eˆtre conside´re´e comme une
variable dynamique.
Le re´sultat obtenu appelle plusieurs remarques. En re`gle ge´ne´rale, le signal construit
d’apre`s les relations (3.15) et (3.16) donnera seulement un estimateur x̂ du signal
souhaite´ x, et pourra diffe´rer sensiblement de ce dernier, par exemple du fait des erreurs
expe´rimentales de mesure (qui sont ine´vitables).
Notamment, une telle source d’erreur peut eˆtre le bruit introduit par les de´tecteurs
et les amplificateurs de l’e´lectronique de mesure : ces derniers sont en effet suceptibles
d’introduire un bruit additif supple´mentaire η(t) dans l’e´quation de de´part (3.11).
A nouveau, nous pouvons (raisonnablement) supposer que ce bruit η n’est pas
corre´le´ avec x et εmes, de sorte que l’estimateur x̂ s’e´crira en de´finitive x̂(t) = x(t)+η(t).
Une parade a` ce bruit supple´mentaire consiste e´videmment a` se munir d’une e´lec-
tronique de faible bruit, de fac¸on a` minimiser autant que possible η.
En re´alite´, la principale source d’erreur dans la de´termination de l’estimateur x̂, dans
le cas ou` le bruit ε n’est pas stationnaire, re´side dans le nombre fini N d’e´chantillons
(de re´alisations) que l’on peut moyenner sur un intervalle de temps δτ afin de calculer
les moyennes 〈·〉 des relations (3.15) et (3.16).
En effet, si l’astuce pour contourner le caracte`re non stationnaire du bruit ε consiste
a` effectuer ces moyennes sur des intervalles de temps δτ ≪ τ (sur lesquels le bruit est
quasi-stationnaire), il est toutefois ne´cessaire que les variations lentes du bruit aient
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Fig. 3.5 – Test nume´rique (i). Le signal utile x(t) = cos 2πν0t est “noye´” dans un
bruit blanc gaussien εmes de variance σ
2 ≃ 33.3.
lieu sur un temps caracte´ristique τ suffisamment grand afin que les moyennes calcule´es
sur les intervalles de temps δτ ≪ τ aient un sens.
Remarquons enfin que la reconstruction du signal utile x est optimale quand les
amplitudes respectives de x et εmes sont sensiblement du meˆme ordre de grandeur :
autrement dit, quand nous avons une information optimale sur le signal utile que nous
de´sirons mesurer et sur le bruit transmis au syste`me (nous verrons au § 3.3.2 comment
cela peut eˆtre re´alise´ en pratique).
Avant de pre´senter un cas re´el d’application de cette technique, testons-la nume´ri-
quement en imposant x et εmes, qui peuvent eˆtre des signaux ale´atoires de distributions
diverses et varie´es (uniforme, bruit blanc, bruit colore´, etc.) et / ou simplement des
signaux pe´riodiques.
Un bon indicateur de la reconstruction du signal x sera la de´viation ∆(t) = x̂(t)−
x(t) de l’estimateur x̂, calcule´ d’apre`s les relations (3.15) et (3.16), par rapport au
signal utile x.
Un autre indicateur de la qualite´ de la reconstruction du signal x sera le rapport
Λ =
√
〈∆2〉/〈x2〉 de l’e´cart quadratique moyen de ∆ par celui de x, dont on s’attend a`
ce que Λ ∼ 1/√N pour N suffisamment grand12.
Les figs. 3.5, 3.6, 3.7 et 3.8 comparent le signal utile x, qui est une successivement une
fonction oscillante, un produit de fonctions oscillantes, un bruit blanc gaussien et une
somme de fonctions oscillantes, avec son estimateur x̂ tire´ des relations (3.15) et (3.16).
Dans chaque cas, le bruit εmes est un bruit blanc gaussien qui “noie” comple`tement le
signal utile x, comme on peut le voir sur les se´ries de X.
S’il s’agit d’une situation stationnaire simplifie´e a` l’extreˆme, il faut toutefois remar-
12En vertu du the´ore`me-limite central [JP03].
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Fig. 3.6 – Test nume´rique (ii). Le signal utile x(t) = cos (2πν0t) cos (20πν0t) est
“noye´” dans un bruit blanc gaussien εmes de variance σ
2 ≃ 33.3.
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Fig. 3.7 – Test nume´rique (iii). Le signal utile x et le bruit mesure´ εmes sont tous
deux des bruits blancs gaussiens de variances respectives σ2 ≃ 2.1 et σ2 ≃ 33.3.
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Fig. 3.8 – Test nume´rique (iv). Le signal utile x(t) = sin 2π
51
t + sin 2π
400
t est “noye´”
dans un bruit blanc gaussien εmes de variance σ
2 ≃ 4.
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Fig. 3.9 – Test nume´rique (v). Le signal utile x(t) = cos 2πν0t est “noye´” dans un
bruit blanc gaussien εmes de variance σ
2 ≃ 33.3. On fait varier le nombre de re´alisations
N sur lequel sont calcule´es les moyennes 〈·〉 des relations (3.15) et (3.16). L’ajustement
de Λ par 1/
√
N est repre´sente´ par la ligne continue.
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quer que la reconstruction du signal utile est excellente dans chaque cas, en de´pit du
fait que le bruit εmes “noie” comple`tement ce dernier. En outre, le rapport Λ se com-
porte bien en 1/
√
N , comme nous nous y attendions (cf fig. 3.9).
Par ailleurs, on remarquera que cette technique de re´duction de bruit est sensible-
ment plus efficace que le filtrage de Wiener (cf § 3.2) : en effet, les figs. 3.2 et 3.3 pre´-
sentent des de´viations ∆ beaucoup plus fortes que celles des figs. 3.5 et 3.6. (Dans notre
test nume´rique du filtrage de Wiener, nous n’avons pas reporte´ les re´sultats obtenus
lorsque x et ε sont tous deux des bruits, les re´sultats obtenus n’e´tant pas satisfaisants.)
En outre, les figs. 3.4 et 3.9 mettent clairement en e´vidence une convergence plus
rapide de la de´viation relative moyenne Λ pour notre technique de re´duction du bruit.
Nous disposons donc a priori d’une technique de re´duction du bruit efficace, qui
vient comple´ter le dispositif d’isolation du montage ainsi que l’optimisation du rapport
signal-sur-bruit des fluctuations thermiques du syste`me.
Plutoˆt que de ge´ne´rer nume´riquement des signaux ale´atoires non stationnaires afin
de tester cette technique, voyons comment nous l’avons inte´gre´e au dispositif expe´ri-
mental, et les re´sultats qu’elle donne.
3.3.2 Application a` la mesure de fluctuations thermiques
La technique de re´duction du bruit expose´e dans le paragraphe pre´ce´dent n’est ap-
plicable en pratique que si l’on dispose de deux mesures inde´pendantes : d’une part le
signal bruite´ X, et d’autre part le bruit mesure´ εmes, qui traduit la re´ponse du syste`me
physique que nous de´sirons e´tudier au bruit exte´rieur ε. En outre, ces deux mesures
doivent eˆtre simultane´es si le bruit est non stationnaire.
Mise en œuvre de la technique de re´duction du bruit
Revenons a` nos expe´riences de mesure des fluctuations thermiques d’un oscillateur
me´canique amorti (cf chap. 2). Nous avons mentionne´ a` plusieurs reprises dans les
paragraphes pre´ce´dents que toutes les pre´cautions ont e´te´ prises pour favoriser au
maximum la mesure des fluctuations thermiques de l’oscillateur a` l’e´quilibre : outre le
dispositif d’isolation du montage que nous avons re´alise´, nous avons optimise´ autant
que possible le rapport signal-sur-bruit Λ des fluctuations thermiques du syste`me a`
l’e´quilibre [cf relations (2.21), (2.23) et (2.26)].
Une conse´quence directe de cette optimisation du syste`me est que le de´placement
mesure´ s’e´crit en re´alite´ X = x + O(ε), ou` le de´placement “thermique” x est manifes-
tement stationnaire si le syste`me fluctue a` l’e´quilibre. Dans ces conditions, il est clair
qu’on ne saurait tirer de la seule mesure de X une information suffisante sur le bruit ε.
En outre, si l’on de´sire mettre en e´vidence une forme de non stationnarite´ du de´-
placement x (une intermittence, par exemple13), cela est est manifestement impossible
13A ce sujet, voir les mesures die´lectriques de L. Buisson dans le cadre du vieillissement des mate´riaux
amorphes [Bui03].
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Fig. 3.10 – Mise en œuvre de la technique de re´duction du bruit.
a` partir de la seule mesure de X si le bruit ε est non stationnaire.
Dans tous les cas, il faut donc une mesure fiable du bruit εmes transmis au syste`me
si l’on tient a` exploiter au maximum la technique de re´duction du bruit. La tactique
que nous adoptons, repre´sente´e sur la fig. 3.10, consiste grosso modo a` corre´ler deux
mesures inde´pendantes et simultane´es, l’une e´tant essentiellement sensible aux fluctua-
tions thermiques de l’oscillateur (x), l’autre aux effets du bruit exte´rieur transmis a`
l’oscillateur (εmes).
Pour mettre en œuvre notre technique de re´duction du bruit, il suffit donc de re´ali-
ser un oscillateur“jumeau”de l’oscillateur“thermique”, qui soit essentiellement sensible
aux perturbations ale´atoires du bruit transmises a` l’oscillateur “thermique” (nous indi-
quons plus loin comment cela est re´alise´). Il est ne´cessaire que cet oscillateur “jumeau”
soit similaire a` l’oscillateur “thermique”, afin de de´tecter pre´cise´ment le bruit qui est
transmis a` ce dernier ; en d’autres termes, ces deux oscillateurs doivent qualitativement
avoir la meˆme fonction re´ponse.
En quelque sorte, il nous faut un sismographe haute pre´cision, place´ au voisinage
imme´diat de l’oscillateur “thermique” afin de contrer toute e´ventuelle non localite´ du
bruit (c’est un point que nous avons passe´ sous silence jusqu’ici, et que nous ne de´-
taillerons pas davantage, mais qui peut jouer un roˆle non ne´gligeable14).
Remarquons que nous ne tentons pas de stabiliser le syste`me au moyen d’un dis-
positif d’isolation actif hautement sophistique´ [Int03a, Int03b, Int03c, Fon05], mais
simplement de mesurer le bruit re´siduel transmis au syste`me, une fois le syste`me isole´
du mieux que l’on peut.
Le rapport signal-sur-bruit (2.26), qui varie proportionnellement a` la viscosite´ du
syste`me et en raison inverse de la masse de ce dernier, nous indique que nous pouvons
re´aliser un tel sismographe en fabriquant un oscillateur identique en tous points a`
l’oscillateur “thermique”, a` ceci pre`s que sa masse (son inertie) doit eˆtre importante et
que le mate´riau dans lequel il est re´alise´ doit eˆtre le moins dissipatif possible.
Il suffira donc, par exemple, de coller une masse de quelques grammes sur la face
arrie`re du miroir solidaire du levier en flexion (cas de l’oscillateur en flexion, cf fig. 2.9),
ou du fil de torsion (cas de l’oscillateur en torsion, cf fig. 2.10) du sismographe, le levier
en flexion ou le fil de torsion e´tant re´alise´ dans un me´tal peu dissipatif (aluminium,
14Auquel cas une the´orie plus comple`te, si toutefois elle existe, consisterait a` conside´rer le bruit ε(t)
dont il est question aux §§ 3.2 et 3.3.1 comme une fonction ale´atoire ε(x, t) de l’espace et du temps.
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inox ou laiton). A vue de nez, cela sera amplement suffisant si l’on se rappelle que la
masse de l’oscillateur “thermique” est de l’ordre de 10−3 g : avec quelques grammes, le
rapport signal-sur-bruit se de´grade d’au moins trois ordres de grandeur.
Si l’on augmente ainsi la masse, la fre´quence de re´sonance ν ′0 du sismographe dimi-
nue grosso modo d’un facteur 30 par rapport a` celle de l’oscillateur “thermique” ν0. Or
les oscillateurs dont il est question sont pre´cise´ment sensibles au bruit environnemental
pour des fre´quences infe´rieures ou e´gales a` leur fre´quence de re´sonance (naturellement,
cette sensibilite´ est maximale au voisinage de leur fre´quence de re´sonance).
Il en re´sulte que si ν0 ∼ 200 Hz, on aura ν ′0 ∼ 10 Hz, et que la de´tection du
bruit par le sismographe risque d’eˆtre relativement peu efficace aux fre´quences ν ≫ ν ′0,
c’est-a`-dire pour ν ≪ ν0 : dans ce cas, la de´tection du bruit risque d’eˆtre inefficace.
Il sera donc pre´fe´rable de re´aliser un sismographe tel que ν ′0 & ν0 (voire ν
′
0 ≫
ν0) de fac¸on a` de´tecter efficacement le bruit transmis au syste`me dans la gamme de
fre´quences [0, ν0] Hz : l’oscillateur “sismique” n’aura donc pas les meˆmes dimensions
que l’oscillateur “thermique”.
Ne´anmoins, l’expe´rience a montre´ que ce dernier point n’est pas essentiel (nous ex-
pliquerons pourquoi). En outre, elle a montre´ que le sismographe pouvait toujours eˆtre
un oscillateur en flexion, inde´pendamment de la configuration de l’oscillateur “thermi-
que” (flexion ou torsion) : afin que la re´duction du bruit soit efficace, il n’est donc pas
ne´cessaire de re´aliser un sismographe en torsion, dont la fabriquation est nettement
plus complique´e (ainsi que celle de son support).
Dans le meˆme ordre d’ide´es, nous nous sommes aperc¸us que cette technique est tout
aussi efficace si le syste`me e´tudie´ est immerge´ dans un fluide tandis que ce n’est pas le
cas du sismographe.
Re´alisation expe´rimentale
La fig. 3.11 indique comment nous avons mis en œuvre la technique de re´duction
du bruit dans le cas d’un oscillateur en flexion (la configuration repre´sente´e s’adapte
aussi au cas d’un oscillateur en torsion).
L’oscillateur “thermique” est constitue´ d’un levier en PMMA15 d’e´paisseur b =
125 µm, largeur a ≃ 1 mm et longueur l ≃ 13.5 mm ; le miroir colle´ a` son extre´mite´ a
une masse de l’ordre de mm . 10
−3 g, de sorte que la fre´quence de re´sonance a` vide du
syste`me est de l’ordre de ν0 ≃ 100 Hz.
Dans ce cas, nous pourrons ne´gliger toute de´pendance de E ′′ (ou de k′′) vis-a`-vis de
la fre´quence dans la gamme de fre´quences e´tudie´e, a` savoir [0, 100] Hz, et nous aurons
E ′′ = γE ′ = 2× 107 Pa avec γ ≃ 10−2 [MRW91].
Afin de bien mettre en e´vidence la ne´cessite´ de la technique de re´duction du bruit,
donnons un ordre de grandeur du de´placement de l’oscillateur a` basse fre´quence : a` 1
Hz, nous avons
√
〈|x˜(1 Hz)|2〉 ≃ 10−11m/√Hz. Il s’agit donc d’un signal d’amplitude
extreˆmement faible, et il est plus que probable que le bruit environnemental, toujours
pre´sent a` ce niveau de sensibilite´, viendra perturber une telle mesure.
15E′PMMA = 2.2× 109 Pa a` tempe´rature ambiante.
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4 Cadrans
Miroir de re´fe´rence
Vers l’interfe´rome`tre
Fil chauffant
Cellule sous vide
Oscillateur “sismique”
Oscillateur “thermique”
Feneˆtre optique
Rayons laser
Diode
laser
Fig. 3.11 – Configuration expe´rimentale adopte´e pour mettre en œuvre la
technique de re´duction du bruit. La de´tection du de´placement thermique est effec-
tue´e au moyen de l’interfe´rome`tre diffe´rentiel tandis que la de´tection du bruit transmis
au syste`me est effectue´e au moyen d’un capteur a` quatre cadrans.
C’est d’ailleurs ce que met clairement en e´vidence plus loin la fig. 3.12, ou` sont
repre´sente´s le spectre de fluctuation“brut”de X, sa pre´diction tire´e du TFD [cf (2.17)],
ainsi que la ligne de bruit de l’interfe´rome`tre.
Un calcul de l’ordre de grandeur de l’acce´le´ration re´siduelle du plateau sur le-
quel reposent l’interfe´rome`tre ainsi que l’oscillateur donne une acce´le´ration voisine de
10−8 ms−2 a` 1 Hz et 10−7 ms−2 a` 100 Hz : clairement, il s’agit de valeurs trop faibles
pour qu’on puisse espe´rer les de´tecter avec des acce´le´rome`tres standards.
Nous disposons donc un oscillateur“sismique”au voisinage imme´diat de l’oscillateur
“thermique” : ces derniers sont se´pare´s sur une distance . 1 cm. En re`gle ge´ne´rale, le
sismographe sera consitue´ d’un levier en laiton d’e´paisseur ∼ 125 µm, largeur ∼ 1 cm
et longueur ∼ 2 cm. Nous collons une masse sur la face arrie`re du miroir solidaire du
levier : la masse totale du syste`me vaut m ≃ 1.3 g et sa fre´quence de re´sonance ν ′0 ≃ 20
Hz.
Nous expliquons plus loin les contraintes expe´rimentales qui ont impose´ un tel choix
et comment on peut s’en affranchir. Nous avons re´alise´ le sismographe en laiton afin
qu’il ne soit pas sensible aux effets du champ magne´tique du dipositif de forc¸age de
l’oscillateur “thermique”.
Une diode laser (de longueur d’onde et de puissance respectives 633 nm et 9 mW,
Imatronic LDM145) illumine le miroir du sismographe, et le rayon re´fle´chi est collecte´
par un de´tecteur a` quatre cadrans. Ce dernier est connecte´ a` une e´lectronique de condi-
tionnement qui de´livre le bruit transmis a` l’oscillateur εmes.
La sensibilite´ de ce de´tecteur a` quatre cadrans est en fait le facteur limitant pour
la mesure de εmes. En effet, ce dernier de´tecte une acce´le´ration re´siduelle du plateau
sur lequel reposent l’interfe´rome`tre ainsi que l’oscillateur allant jusqu’a` ∼ 10−7 ms−2,
ce qui est toutefois suffisant, comme on le verra, pour de´tecter le bruit transmis au
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Fig. 3.12 – Spectre de fluctuation sans re´duction du bruit. La courbe (a) re-
pre´sente
√
〈|X˜|2〉 (ligne continue) ainsi que sa pre´diction tire´e du TFD [en pointille´s,
cf (2.17)], tandis que la courbe (b) repre´sente la ligne de bruit de l’interfe´rome`tre.
syste`me εmes.
C’est notamment cette sensibilite´ du de´tecteur qui oriente (contraint) notre choix
de la fre´quence de re´sonance ν ′0 du sismographe : en effet, le quatre cadrans est quasi-
ment insensible a` εmes pour ν
′
0 & ν0, et le choix optimal sera en re`gle ge´ne´rale ν
′
0 ≃ 20
Hz.
Une ame´lioration possible du dispositif de de´tection du bruit consiste naturellement
a` re´aliser un second interfe´rome`tre diffe´rentiel muni d’une e´lectronique de conditionne-
ment de faible bruit, auquel cas nous pourrons effectivement choisir ν ′0 & ν0.
Cela ne sera en fait possible que si ce dernier est alimente´ par un laser de meˆme
qualite´ que celui de l’interfe´rome`tre “primaire”, afin que les deux dispositifs de mesure
aient la meˆme sensibilite´. (Il est clair que la diode laser ne se caracte´rise absolument
pas par les meˆmes performances de stabilite´ que le laser He-Ne Melles Griot que nous
utilisons pour mesurer les fluctuations thermiques de l’oscillateur.)
Nous avons re´alise´ le second interfe´rome`tre, mais conserve´ la diode laser qui l’ali-
mente, et l’expe´rience a montre´ que nous pouvions alors aller jusqu’a` ν ′0 ∼ 50 Hz pour
une de´tection optimale du bruit εmes.
Les mesures que nous pre´sentons dans ce qui suit on e´te´ obtenues avec la configura-
tion expe´rimentale qu’indique la fig. 3.11. En de´pit des contraintes manifestes qu’impose
l’utilisation du de´tecteur a` quatre cadrans et de la diode laser, nous allons montrer que
les re´sultats obtenus sont excellents (naturellement, ils le sont aussi si l’on ame´liore le
dispositif de de´tection du bruit comme nous l’avons indique´ plus haut).
Signalons au passage qu’il n’est pas ne´cessaire de calibrer le dispositif de de´tection
du bruit, comme l’indiquent les relations (3.15) et (3.16).
La fig. 3.13 reporte le re´sultat de la mesure du bruit εmes par le de´tecteur a` quatre
cadrans. On peut remarquer qu’il s’agit d’un bruit qualitativement identique a` celui qui
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Fig. 3.13 – Spectre du bruit transmis au syste`me de´tecte´ par le 4 cadrans. Le
spectre
√
〈|ε˜mes|2〉 est qualitativement le meˆme que le bruit qui perturbe l’enveloppe
de la pre´diction tire´e du TFD dans la bande [1, 60] Hz sur la fig. 3.12.
est transmis a` l’oscillateur “thermique” (cf spectre de X, fig. 3.12) : le bruit transmis au
sismographe dans la bande de fre´quences [1, 60] Hz correspond pre´cisement au bruit qui
perturbe l’enveloppe du spectre de fluctuation tire´ du TFD (cf fig. 3.12). Nous disposons
donc en quelque sorte d’une de´tection synchrone du bruit tansmis au syste`me.
Afin de montrer que le bruit ε est non stationnaire, nous repre´sentons sur la fig. 3.14
la re´ponse χ˜ tire´e de la mesure simultane´e des de´placements X et εmes, et calcule´e
d’apre`s la relation (3.15) ou` la moyenne 〈·〉 est effectue´e sur un intervalle de temps
δτ = 1 min. Les trois courbes correspondent a` trois mesures se´pare´es de 2 minutes
chacune.
Cette figure met clairement en e´vidence la non stationnarite´ du bruit transmis au
syste`me : on voit tre`s nettement (noter l’e´chelle logarithmique) que la re´ponse χ˜ e´volue
tant en amplitude qu’au niveau de la localisation de ses “modes” (cela est moins net
sur la figure) d’un instant a` l’autre.
Cette dernie`re, ainsi que le bruit εmes et le de´placement bruite´X sont manifestement
des fonctions lentement variables du temps, sur un temps caracte´ristique τ de l’ordre
de quelques minutes.
La fig. 3.15 reporte le re´sultat de l’application de la technique de re´duction au
de´placement bruite´ X [cf relations (3.15) et (3.16)]. Il s’agit d’une mesure de 20 minutes
durant laquelle nous avons acquis simultane´ment le de´placement bruite´ X et le bruit
transmis au syste`me εmes.
Comme nous venons de le montrer, ces signaux sont non stationnaires. Aussi, nous
effectuons une partition des 20 minutes en 20 petits intervalles δτ d’une minute, sur
lesquels X, εmes et χ sont stationnaires.
Tandis que le spectre de X (cf fig. 3.12) s’e´carte par endroits de pre`s d’un ordre de
grandeur de sa pre´diction tire´e du TFD, le spectre du signal de´bruite´ x̂ ne pre´sente
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Fig. 3.14 – Non stationnarite´ du bruit εmes transmis au syste`me. La figure
repre´sente la re´ponse |χ˜| (3.15) mesure´e a` trois instants diffe´rents, se´pare´s de deux
minutes, et calcule´e sur un intervalle de temps δτ = 1 min.
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Fig. 3.15 – Spectre de fluctuation avec re´duction du bruit. La courbe (a) re-
pre´sente le spectre de l’estimateur x̂ tire´ des relations (3.15) et (3.16) (ligne continue),
ainsi que sa pre´diction tire´e du TFD [en pointille´s, cf (2.17)] ; la courbe (b) repre´sente
la ligne de bruit de l’interfe´rome`tre.
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Fig. 3.16 – Se´ries temporelles du signal bruite´ X et de son estimateur x̂.
L’estimateur x̂, tire´ des relations (3.15) et (3.16), est obtenu en effectuant la moyenne
〈·〉 sur un intervalle de temps δτ = 1 min.
plus d’e´cart sensible par rapport a` cette dernie`re : tous les modes de forte amplitude
induits par le bruit exte´rieur ont e´te´ quasiment supprime´s.
L’efficacite´ de la re´duction du bruit est encore plus flagrante sur la fig. 3.16, ou`
sont reproduites les se´ries temporelles du de´placement bruite´ X et de son estimateur
“thermique” x̂.
On peut remarquer sur cette figure que la technique de re´duction du bruit propose´e
s’adapte en temps re´el au bruit transmis a` l’oscillateur : alors qu’elle ne modifie pas de
manie`re sensible l’amplitude du de´placement X quand ce dernier fluctue a` l’e´quilibre
(manifestement aux voisinages des instants 36.5 s et 38.5 s), qui est voisine de celle
pre´dite par le TFD (∼ 9× 10−2 nm, cf figs. 3.12 et 3.15), elle atte´nue de fac¸on specta-
culaire le bruit quand ce dernier vient se coupler efficacement au syste`me (notamment
aux instants [35.5, 36] s et [37, 38] s).
Maintenant que nous disposons d’un syste`me expe´rimental bien controˆle´ et cor-
rectement isole´ des perturbations externes, nous allons pouvoir e´tudier en de´tail les
fluctuations thermiques de notre oscillateur dans le cadre des travaux de Jarzynski et
Crooks (chap. 4) et de Gallavotti, Cohen et van Zon (chap. 5).
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Chapitre 4
Egalite´ de Jarzynski et the´ore`me de
fluctuation de Crooks
La strate´gie ge´ne´ralement adopte´e pour e´valuer la variation d’e´nergie libre fournie a`
un corps lors d’une transformation quelconque entre deux e´tats d’e´quilibre a longtemps
consiste´ a` e´valuer le travail fourni au corps pendant la transformation.
Or nous savons, depuis les travaux de Clausius (1865) et Boltzmann (∼ 1870), que
ce travail surestime la variation d’e´nergie libre si la transformation est irre´versible (c’est
une forme du fameux second principe de la thermodynamique).
Re´cemment (1997), Jarzynski et Crooks trouve`rent une solution au proble`me en
donnant l’expression de la variation d’e´nergie libre du syste`me lors de la transformation,
quelle que soit la nature de cette dernie`re (§ 4.3).
S’il ne fait aucun doute pour l’ensemble de la communaute´ des the´oriciens relevant
du domaine que les re´sultats de Jarzynski et Crooks sont solidement e´tablis, exception
faite de Cohen et ses collaborateurs, aucune “preuve” expe´rimentale n’est toutefois ve-
nue confirmer ces re´sultats. Nous nous proposons donc de tester expe´rimentalement ces
re´sultats au moyen d’un syste`me bien controˆle´ : l’oscillateur me´canique amorti auquel
nous avons consacre´ le chapitre 2 (§ 4.4).
Nous commenc¸ons ce chapitre en exposant brie`vement la the´orie thermodynamique
des perturbations (§ 4.1). Nous e´tendons cette the´orie perturbative a` tous les ordres et
nous montrons que le re´sultat obtenu peut s’interpre´ter dynamiquement et eˆtre e´tendu
sans difficulte´ au travail thermodynamique (§ 4.2) : nous retrouvons ainsi de manie`re
simple le re´sultat de Jarzynski.
Enfin, sur la base de nos observations expe´rimentales (§ 4.4), et dans le cadre d’une
dynamique de Langevin, nous mettons en e´vidence l’insensibilite´ du re´sultat de Jar-
zynski a` la nature de la transformation (pour peu que le travail fourni au corps ait
une distribution gaussienne), ainsi que ses limites d’applicabilite´ (§ 4.5). Nous indi-
quons aussi la possible application du re´sultat de Jarzynski a` la calibration de la
force applique´e au syste`me. (Les re´sultats obtenus ont fait l’objet de deux publica-
tions [DCPR05, DCP05].)
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4.1 The´orie thermodynamique des perturbations
Nous commenc¸ons par exposer brie`vement la the´orie thermodynamique des per-
turbations. Il s’agit d’un re´sultat bien connu (cf [LL94] § 32), qui apparaˆıt parfois
dans la litte´rature sous une forme de´rive´e portant le nom d’ine´galite´ de Bogoliubov
[Pei38, Hua63, Fey72, Cal85].
Nous e´tendons cette the´orie perturbative a` tous les ordres de la perturbation afin
de mettre en e´vidence la similitude du re´sultat obtenu [relations (4.4) et (4.5)], valant
pour l’e´nergie de perturbation V , avec celui de Jarzynski [relation (4.18)], valant pour
le travail thermodynamique W (introduit au § 4.2).
Enfin, nous montrons au § 4.2 que le re´sultat (4.4)-(4.5) obtenu pour l’e´nergie de per-
turbation V peut s’interpre´ter dynamiquement et eˆtre e´tendu sans difficulte´ au travail
thermodynamiqueW : nous retrouvons ainsi de manie`re simple le re´sultat de Jarzynski.
Dans certains calculs des grandeurs thermodynamiques, l’e´nergie E(p, q) des corps
contient des termes relativement petits que l’on peut ne´gliger en premie`re approxima-
tion. Ces petits termes peuvent correspondre, par exemple, a` l’e´nergie potentielle des
particules des corps dans un champ exte´rieur (nous pre´ciserons plus loin les crite`res de
petitesse de ces termes).
Dans ces cas, on peut mettre en œuvre une the´orie des perturbations pour calculer
les grandeurs thermodynamiques (Peierls, 1938 [Pei38, LL94]). Nous allons montrer
tout d’abord comment il faut proce´der lorsque la distribution de Gibbs est valable.
Ecrivons l’e´nergie E(p, q) d’un syste`me a` n degre´s de liberte´, en contact avec un
re´servoir d’e´nergie a` la tempe´rature T (un thermostat), sous la forme1
E(p, q) = E0(p, q) + V (p, q), (4.1)
ou` V repre´sente les petits termes. Pour trouver l’e´nergie libre du corps, nous e´crivons
sa fonction de partition
Z = e−βF =
∫
e−β[E0(p,q)+V (p,q)] dΓ, (4.2)
ou` β = 1
kBT
et dΓ =
∏ dpidqi
2π~
(le facteur 2π~ n’est pas essentiel dans le cas classique).
En prenant le logarithme, on obtient2
F = F0 − 1
β
ln
[∫
ρ0 e
−βV dΓ
]
= F0 − 1
β
ln
[∫
ρ0
∞∑
0
(−βV )n
n!
dΓ
]
(4.3)
ou` F0 = −β−1 lnZ0 de´signe l’e´nergie libre non perturbe´e et ρ0(p, q) = eβ[F0−E0(p,q)] la
distribution (d’e´quilibre) de Gibbs non perturbe´e, correspondant toutes deux a` V = 0.
1Nous notons les coordonne´es des particules constituant le corps q = (q1, . . . , qn) et leurs moments
conjugue´s p = (p1, . . . , pn) ; comme il est d’usage en me´canique statistique, nous ne´gligeons l’e´nergie
d’interaction du corps avec le thermostat (qui est par ailleurs ne´cessaire a` l’e´tablissement d’un e´tat
d’e´quilibre pour le syste`me conside´re´) [Cal85, LL94, Wan87].
2D’apre`s l’identite´ −βF = ln [∫ e−β(E0+V ) dΓ] = ln [(∫ e−βE0 dΓ) R e−β(E0+V ) dΓR
e−βE0 dΓ
]
= lnZ0 +
ln
[∫
eβ(F0−E0) e−βV dΓ
]
.
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Les inte´grales obtenues repre´sentent les valeurs moyennes des quantite´s correspon-
dantes, calcule´es a` l’aide de la distribution de Gibbs non perturbe´e ρ0 ; nous les notons
〈f〉0 =
∫
ρ0(p, q) f(p, q) dΓ. En adoptant cette interpre´tation des valeurs moyennes, la
relation (4.3) prend la forme simple
F = F0 − 1
β
ln
〈
e−βV
〉
0
= F0 − 1
β
ln
[ ∞∑
0
(−β)n
n!
〈V n〉0
]
. (4.4)
En remarquant que la quantite´ entre crochets est la fonction caracte´ristique de la
perturbation V (ou fonction ge´ne´ratrice des moments de V ) correspondant a` la distri-
bution d’e´quilibre non perturbe´e ρ0, et que son logarithme est la fonction ge´ne´ratrice
des cumulants de V (cf Annexe B), nous pouvons donc e´crire la relation (4.4)
F = F0 − 1
β
∞∑
1
(−β)n
n!
Cn, (4.5)
ou` les coefficients Cn de´signent les cumulants d’ordre n de la perturbation V , corres-
pondant a` la distribution d’e´quilibre non perturbe´e ρ0. (Nous montrons dans l’Annexe
C qu’il est possible d’e´tendre ce re´sultat au cas quantique.)
Si l’on ne garde que les termes du second ordre, c’est-a`-dire si l’on se propose de
de´terminer les corrections de premie`re et de deuxie`me approximation a` F0, nous avons
F = F0 + 〈V 〉0 − β
2
〈(∆V )2〉0 + . . . (4.6)
ou` ∆V = V −〈V 〉0 de´signe l’e´cart de V par rapport a` sa valeur moyenne correspondant
a` la distribution d’e´quilibre non perturbe´e ρ0.
Noter que ce re´sultat est exact dans le cas d’une distribution d’e´quilibre non per-
turbe´e ρ0(p, q) gaussienne, c’est-a`-dire dans le cas ou` l’e´nergie E0(p, q) est une forme
quadratique homoge`ne3 en p et q (car seuls les deux premiers cumulants d’une distri-
bution gaussienne sont non nuls, cf Annexe B).
Ainsi, la correction de premie`re approximation a` apporter a` l’e´nergie libre F0 est
e´gale a` la valeur moyenne de l’e´nergie de perturbation V , calcule´e a` partir de la dis-
tribution d’e´quilibre non perturbe´e ρ0. La correction de deuxie`me approximation est
toujours ne´gative et est de´termine´e par le carre´ moyen de l’e´cart de V par rapport a` sa
valeur moyenne 〈V 〉0. Dans le cas particulier ou` cette dernie`re est nulle, la perturbation
entraˆıne une diminution de l’e´nergie libre.
En comparant les termes du second et du premier ordre de (4.6), on peut e´tablir
les conditions dans lesquelles peut s’appliquer la me´thode des perturbations. On doit
remarquer qu’aussi bien la valeur moyenne 〈V 〉0 que le carre´ moyen 〈(∆V )2〉0 sont tous
les deux, grosso modo, proportionnels au nombre de particules constituant le corps4.
3Par exemple, dans le cas d’un oscillateur harmonique ou` E0(p, q) =
∑ p2i
2mi
+ 12miω
2
i q
2
i .
4Il est bien connu en me´canique statistique [Cal85, LL94, Wan87] qu’a` mesure que le nombre de
particules N augmente, le carre´ moyen 〈(∆f)2〉 doit augmenter proportionnellement a` N tandis que
sa fluctuation relative doit varier en raison inverse de
√
N :
√
〈(∆f)2〉
〈f〉 ∼ 1√N (c’est une conse´quence
du the´ore`me-limite central, cf [JP03, BLF53] par exemple).
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t0
Syste`me libre a` l’e´quilibre
λ(t) ≡ 0 ⇐⇒ V ≡ 0
Et(p, q) = E0(p, q)
Syste`me force´
λ(t) 6≡ 0 ⇐⇒ V 6≡ 0
Et(p, q;λ) = E0(p, q) + Vt(p, q;λ)
Fig. 4.1 – Perturbation d’un syste`me a` l’e´quilibre par une force exte´rieure.
On peut donc formuler la condition de validite´ de la me´thode en imposant que l’e´nergie
de perturbation rapporte´e a` une particule soit petite par rapport a` kBT .
En toute rigueur nous avons de´veloppe´ la quantite´ sous le signe somme dans (4.3) suivant les
puissances de la quantite´ VkBT , qui est proportionnelle au nombre de particules et qui n’est donc pas
petite. Ne´anmoins, en prenant les logarithmes et en de´veloppant a` nouveau, les plus grands termes
s’e´liminent mutuellement et on obtient une se´rie de puissances de petites quantite´s.
4.2 Notion de travail thermodynamique
Conside´rons a` nouveau un corps a` n degre´s de liberte´, en contact avec un re´servoir
d’e´nergie a` la tempe´rature T , et soumis a` l’action d’une force exte´rieure λ(t) variable
dans le temps.
Cette force peut effectuer sur le corps un travail, qui peut par exemple servir a`
mettre ce dernier dans un e´tat de mouvement macroscopique (d’une fac¸on ge´ne´rale, a`
faire varier son e´nergie cine´tique), a` le de´placer dans un champ exte´rieur (par exemple,
pour le faire monter dans le champ de pesanteur).
Nous convenons de compter positivement le travail que les forces exte´rieures effec-
tuent sur le corps conside´re´. On comptera ne´gativement le travail qu’effectue le corps
sur des objets exte´rieurs (par exemple, lors de la dilatation du corps).
Nous supposerons en outre que le corps est initialement dans un e´tat d’e´quilibre
aux instants t < 0, de distribution statistique ρ0(p, q) = e
β[F0−E0(p,q)], et que la force
exte´rieure λ(t) s’exerce aux instants t > 0, comme l’indique la fig. 4.1.
Dans ce cas, l’e´nergie du corps, donne´e par la relation (4.1) du paragraphe pre´ce´dent,
et que nous re´e´crivons ici sous la forme
Et(p, q;λ) = E0(p, q) + Vt(p, q;λ), (4.7)
de´pend explicitement du temps au moyen de λ(t).
En remarquant que la de´rive´e totale de l’e´nergie du corps par rapport au temps est
e´gale a` sa de´rive´e partielle par rapport au temps [Gol80, LL82]
dEt(p, q;λ)
dt
=
∂Et(p, q;λ)
∂t
, (4.8)
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et puisque Et(p, q;λ) de´pend explicitement du temps au moyen de λ(t), nous pouvons
e´crire
dEt(p, q;λ)
dt
=
∂E(p, q;λ)
∂λ
dλ
dt
. (4.9)
Ceci e´tant, nous de´finissons le travail thermodynamiqueWt fourni au corps pendant
la transformation, dans l’intervalle de temps (0, t), de la manie`re suivante [LL94] :
Wt =
∫ t
0
dEs(p, q;λ)
ds
ds =
∫ t
0
∂E(p, q;λ)
∂λ
dλ
ds
ds. (4.10)
D’apre`s la relation (4.7), cette quantite´ peut e´videmment s’e´crire
Wt =
∫ t
0
dEs(p, q;λ)
ds
ds = Et − E0 = Vt. (4.11)
Noter que l’expression obtenue correspond a` une trajectoire xt = (pt, qt) du point re-
pre´sentatif du syste`me dans l’espace des phases.
Deux sce´narios peuvent alors eˆtre envisage´s :
(i) soit la force applique´e λ(t) est telle que le syste`me est constamment porte´ dans
des e´tats hors d’e´quilibre : dans ce cas, λ(t) ne pre´sente aucune proprie´te´ de
monotonie a` l’e´chelle du temps de relaxation du syste`me τrelax,
(ii) soit la force applique´e λ(t) est telle que le syste`me atteindra, a` un moment ou a`
un autre, un nouvel e´tat d’e´quilibre : c’est la cas, par exemple, d’une force λ(t)
ayant la forme d’une rampe line´aire en t suivie d’un plateau, ou` λ(t) = const, de
dure´e suffisamment longue (l’e´chelle de temps est donne´e par τrelax).
Revenons maintenant aux re´sultats (4.4) et (4.5) obtenus au paragraphe pre´ce´dent.
Dans le cas ou` la force exte´rieure λ est telle que le syste`me atteindra, toˆt ou tard,
un nouvel e´tat d’e´quilibre [cf point (ii) ci-dessus], ces formules donnent pre´cise´ment la
variation d’e´nergie libre ∆F = F − F0 du syste`me induite par la force exte´rieure λ :
entre l’e´tat d’e´quilibre initial, tel que λ(t) = 0, d’e´nergie E0 et d’e´nergie libre F0, vers
un e´tat d’e´quilibre final, tel que t≫ τrelax, d’e´nergie Et et d’e´nergie libre Ft.
Ce re´sultat repose uniquement sur l’hypothe`se d’e´quilibre du syste`me dans son e´tat
initial (distribution de Gibbs ρ0), et est manifestement inde´pendant de la fac¸on dont
la force exte´rieure λ(t) s’exerce sur le syste`me entre les e´tats d’e´quilibre initial et final
(inde´pendant de la forme pre´cise de λ et de sa vitesse de variation λ˙).
Le principal de´faut des relations (4.4) et (4.5) est qu’il n’est pas expe´rimentalement
possible de mesurer l’e´nergie de perturbation Vt, telle qu’elle a e´te´ introduite au para-
graphe pre´ce´dent. En revanche, cela est maintenant tout a` fait possible, comme nous
allons le montrer dans ce qui suit (voir “Exemple d’application” plus bas), puisque l’on
sait que Vt = Wt.
Ainsi, la variation d’e´nergie libre du syste`me entre les e´tats d’e´quilibre initial [ou`
λ(t) = 0] et final (ou` t≫ τrelax) vaut
∆F = Ft − F0 = − 1
β
ln
〈
e−βWt
〉
0
= − 1
β
∞∑
1
(−β)n
n!
Cn, (4.12)
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ou` les coefficients Cn de´signent cette fois-ci les cumulants d’ordre n du travailWt fourni
au corps pendant la transformation, correspondant a` la distribution d’e´quilibre non per-
turbe´e ρ0.
Jarzynski [Jar97b] fut le premier a` e´tablir une formule analogue a` (4.12) expri-
mant la variation d’e´nergie libre ∆F = F − F0 du syste`me lors d’une transformation
quelconque entre deux e´tats d’e´quilibre, en donnant une signification pre´cise et expe´ri-
mentalement mesurable a` la moyenne 〈·〉0.
NB : Evidemment, une diffe´rence d’e´nergie libre n’a de sens qu’a` l’e´quilibre thermo-
dynamique [Cal85]. Toutefois, le re´sultat (4.12) ne de´pend absolument pas du fait que
le syste`me atteigne ou non un e´tat d’e´quilibre final aux instants t > 0 (c’est peut eˆtre
une diffe´rence avec le re´sultat de Jarzynski, expose´ au § 4.3.1).
Exemple d’application
Nous nous plac¸ons dans l’espace euclidien a` trois dimensions. Conside´rons un corps
a` 3n degre´s de liberte´ r1, . . . , rn (de moments conjugue´s p1, . . . ,pn) en contact avec
un re´servoir d’e´nergie a` la tempe´rature T , soumis a` l’action d’une force exte´rieure λ(t)
de´pendant du temps, et dont l’e´nergie potentielle Vt(p, q;λ) ne de´pend que des coor-
donne´es de son centre d’inertie R.
Il est possible de montrer que l’e´nergie Et(p, q;λ) du corps peut s’e´crire Et = E0+Vt
avec5
E0 =
P2
2M
+
∑ p′2i
2mi
+
∑
i6=j
Φ(|r′i − r′j|) et Vt = −λ·R+ . . . , (4.13)
ou` nous avons de´compose´ les coordonne´es des particules constituant le corps selon
ri = R+ r
′
i (respectivement pi = P+p
′
i), ou` R =
1
M
∑
miri est le centre de masse du
corps, P =MR˙ son moment conjugue´ et M =
∑
mi la masse du corps.
L’e´nergie Φ de´signe l’e´nergie d’interaction des particules constituant le corps (inter-
action de paires) : il peut s’agir, par exemple, d’une interaction coulombienne (Φ ∝ 1/r′ij
ou` r′ij = |r′i−r′j|), d’une interaction de Lennard-Jones (Φ ∝ 1/r′12ij −1/r′6ij), ou plus phe´-
nome´nologiquement d’une interaction entre des ressorts couple´s (approximation har-
monique : Φ ∼ 1
2
k r′2ij + . . . ).
Dans ce cas, le travail Wt (4.10) fourni au corps pendant la transformation, dans
l’intervalle de temps (0, t), s’e´crit
Wt = −
∫ t
0
λ˙(t′)·R(t′) dt′, soit Wt = −
∫ t
0
λ˙(t′)X(t′) dt′ (4.14)
5Nous de´composons l’e´nergie Et(p, q;λ) en utilisant le the´ore`me de Ko¨ning [Gol80, LL82]. On peut
voir l’expression de Vt figurant dans (4.13) comme le premier terme du de´veloppement de Taylor de
Vt au voisinage de λ = 0 (le terme d’ordre ze´ro, proportionnel a` une constante, est sans effet sur
l’e´quation du mouvement du degre´ de liberte´ X).
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dans le cas ou` la force applique´e n’a qu’une composante λ(t). C’est une quantite´ me-
surable si l’on peut mesurer le de´placement R(t) et la force applique´e λ(t).
Avant d’exposer le re´sultat de Jarzynski (§ 4.3.1) (dont on rapporte par ailleurs une
de´monstration due a` K. Gawe¸dzki dans l’Annexe E [Gaw05]), rappelons brie`vement que
la strate´gie ge´ne´ralement adopte´e pour e´valuer la variation d’e´nergie libre ∆F fournie a`
un corps lors d’une transformation quelconque consiste a` appliquer une force exte´rieure
a` ce dernier, et a` calculer le travail W ainsi fourni au corps. C’est ce travail qui est
ge´ne´ralement identifie´ a` ∆F .
Cependant, ce travail surestime la variation d’e´nergie libre ∆F dans le cas ou` la
transformation est irre´versible. Donnons un exemple : conside´rons une transformation
irre´versible, a` la suite de laquelle le corps passe d’un e´tat d’e´quilibre dans un autre
e´tat d’e´quilibre peu diffe´rent du pre´ce´dent, quoique le corps se trouve hors d’e´quilibre
pendant la transformation6.
Il existe alors entre la quantite´ de chaleur δQ rec¸ue par le corps pendant la trans-
formation et la variation de son entropie δS l’ine´galite´ suivante, connue sous le nom de
“second principe” (Clausius, 1865) :
δQ ≤ T δS, (4.15)
que l’on peut e´crire dans l’ensemble canonique
W ≥ ∆F = ∆E − T∆S, (4.16)
ou` ∆F est la variation d’e´nergie libre du corps pendant la transformation.
Ce re´sultat, e´nonce´ dans le cadre de la thermodynamique macroscopique, peut eˆtre
e´tabli a` partir d’une approche microscopique (the´orie cine´tique de Boltzmann, ∼ 1870),
auquel cas il faut remplacer le travail W pas sa valeur moyenne 〈W 〉 (nous ne nous
e´tendons pas davantage sur le sujet, cf [EE02, Haa55, Bru86a, Bru86b, Wan87, Hua63,
Dor99, Gal99b]).
Ne serait-ce qu’a` partir de cet exemple, on voit bien que le re´sultat (4.12) est un
moyen beaucoup plus puissant et pre´cis7 pour de´terminer la variation d’e´nergie libre du
corps pendant la transformation, puisqu’il s’agit, a` nouveau, d’un re´sultat inde´pendant
de la nature de la transformation.
4.3 Relations de Jarzynski et Crooks
4.3.1 L’e´galite´ de Jarzynski
Conside´rons un corps a` n degre´ de liberte´, de coordonne´es q = (q1, . . . , qn) [de
moments conjugue´s p = (p1, . . . , pn)], en contact avec un re´servoir d’e´nergie (un ther-
mostat) de tempe´rature T , et soumis a` une force exte´rieure λ(t) variable dans le temps.
6Un exemple en est la transformation de Joule-Thomson s’accompagnant d’une petite variation de
pression [Cal85, LL94, Wan87].
7Et bien plus difficile a` mettre en œuvre !
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L’e´nergie Ht(xt) du syste`me, ou` xt = (qt, pt) de´signe le point repre´sentatif du sys-
te`me dans l’espace des phases, peut s’e´crire de manie`re analogue aux expressions (4.1),
(4.7) et (4.13) des §§ 4.1 et 4.2.
Comme nous l’avons indique´ a` plusieurs reprises dans ces meˆmes paragraphes, la
force exte´rieure λ(t) applique´e au syste`me entre les instants t = 0 et t = ts, pour mettre
par exemple le corps dans un e´tat de mouvement macroscopique, et telle que les e´tats
initial A (a` t = 0) et final B (a` t = ts) soient des e´tats d’e´quilibre, fournit au syste`me
un travail8 dont l’expression est donne´e par
W =
∫ ts
0
∂Ht(x;λ)
∂t
dt =
∫ ts
0
∂Ht(x;λ)
∂λ
λ˙(t) dt. (4.17)
Noter que l’expression obtenue correspond a` une trajectoire xt du point repre´sentatif
du syste`me dans l’espace des phases.
Si l’on repre´sente l’e´tat du syste`me dans l’espace de ses parame`tres thermodyna-
miques9 (qui sont des grandeurs d’e´quilibre), l’application de la force λ(t) entre les
instants t = 0 et t = ts aura pour effet de faire transiter le syste`me de l’e´tat d’e´quilibre
A (a` t = 0) vers l’e´tat d’e´quilibre B (a` t = ts) le long d’un chemin γ.
Comme l’indique la fig. 4.2, le chemin γ reliant les deux e´tats d’e´quilibre peut eˆtre
de nature re´versible, auquel cas chaque point de γ repre´sente un e´tat d’e´quilibre, ou de
nature irre´versible, auquel cas seuls les e´tats initial et final A et B de la transformation
sont des e´tats d’e´quilibre.
Le crite`re qui de´termine la nature du chemin γ est e´videmment donne´ par le rap-
port τ/τrelax, ou` τrelax est le temps de relaxation du syste`me et τ le temps caracte´ritique
de la vitesse de variation λ˙(t) de la force applique´e : pour τ/τrelax ≫ 1, la transfor-
mation ainsi re´alise´e est re´versible tandis que pour τ/τrelax ≪ 1, la transformation est
irre´versible ; le cas interme´diaire τ/τrelax . 1 de´signera une transformation faiblement
irre´versible.
Sur la base de plusieurs approches [Jar97b, Jar97a, Jar00, JW04, Cro98, Cro00],
Jarzynski a donne´ en 1997 une expression de la variation d’e´nergie libre ∆F du syste`me
lors de la transformation entre les e´tats d’e´quilibre A et B, quelle que soit la nature du
chemin γ reliant ces derniers :
∆F = FB − FA = − 1
β
ln
〈
e−βW
〉
. (4.18)
[Nous donnons une preuve de ce re´sultat (due a` K. Gawe¸dzki [Gaw05]) dans le cadre
d’une dynamique de Langevin dans l’Annexe E.]
8Nous convenons de compter positivement le travail fourni (gagne´) au syste`me et ne´gativement le
travail ce´de par le syste`me.
9Dans le cas conside´re´, on peut caracte´riser le syste`me soit par son e´nergie interne U =
U(S, V,N ;λ), auquel cas les parame`tres en question seront l’entropie S du corps, son volume V , son
nombre de particules N ainsi que la force applique´e λ, soit par son e´nergie libre F = F (T, V,N ;λ),
auquel cas les parame`tres en question seront la tempe´rature T du corps, son volume V , son nombre
de particules N ainsi que la force applique´e λ.
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Fig. 4.2 – Transformation entre deux e´tats d’e´quilibre A et B. L’application
d’une force λ(t) entre les instants t = 0 et t = ts fait transiter le syste`me de l’e´tat
d’e´quilibre A (a` t = 0) vers l’e´tat d’e´quilibre B (a` t = ts) le long d’un chemin γ. Nous
repre´sentons deux types de chemins possibles : le chemin re´versible γ, dont chaque point
est un e´tat d’e´quilibre, et le chemin irre´versible γ′, pour lequel seuls les e´tats initial et
final A et B sont des e´tats d’e´quilibre. Le crite`re qui de´termine la nature du chemin γ
est donne´ par le rapport τ/τrelax, ou` τrelax est le temps de relaxation du syste`me et τ le
temps caracte´ritique de la vitesse de variation λ˙(t) de la force applique´e.
La moyenne 〈·〉 s’interpre`te de la manie`re suivante. Imaginons qu’on fasse subir
plusieurs fois au syste`me la meˆme transformation de A vers B. On re´alise ainsi un
ensemble de transformations de A vers B, telles que le syste`me soit syste´matique-
ment a` l’e´quilibre dans ses e´tats initial et final A et B, de distributions d’e´quilibre10
ρ(x) = eβ[F−E(x)]. La moyenne 〈·〉 de´signe pre´cise´ment une moyenne sur l’ensemble des
re´alisations du travail correspondant a` l’ensemble des trajectoires γ : A 7→ B (des
transformations) ainsi re´alise´es :
〈f〉 =
∫
P(W ) f(W ) dW, (4.19)
ou` P(W ) est la densite´ de probabilite´ du travail.
Remarquons que la variation d’e´nergie libre ∆F ne de´pend que des e´tats (d’e´qui-
libre) initial et final A et B (comme dE, dF est une diffe´rentielle exacte) tandis que
le travail W de´pend de la nature pre´cise de la transformation entre A et B (dW n’est
pas une diffe´rentielle exacte).
En outre, c’est une grandeur sensible aux fluctuations de la trajectoire xt du sys-
te`me, et donc une fonction ale´atoire [cf (4.17)].
Le re´sultat de Jarzynski (4.18) prend donc en compte, d’une part la nature de la
transformation que l’on fait subir au syste`me entre les deux e´tats d’e´quilibre A et B,
d’autre part les fluctuations thermiques du syste`me, que ce dernier soit momentane´ment
hors d’e´quilibre (auquel cas le TFD est viole´) ou non.
La fig. 4.3 indique comment nous re´alisons expe´rimentalement la moyenne 〈·〉 (4.18)
10Comme nous l’avons intuite´ dans le cadre de la the´orie thermodynamique des perturbations dans
l’Annexe C, et comme il a e´te´ montre´ par Jarzynski et ses collaborateurs [Muk03, JW04], le re´sultat
(4.18) se ge´ne´ralise au cas quantique.
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AAA
BBB
λ(t)
λmin
λmax
t0 ts t2 t2 + ts tn tn + ts
τ
1e`re re´alisation de W 2e`me re´alisation de W ne`me re´alisation de W
· · ·
Fig. 4.3 – Protocole pour e´valuer ∆F . Pour e´valuer la variation d’e´nergie libre ∆F ,
il faut de´terminer la densite´ de probabilite´ du travail P(W ). Pour ce faire, on applique
au syste`me un forc¸age pe´riodique λ(t) : on re´alise ainsi un ensemble de re´alisations
du travail W qui permet de de´terminer P(W ). Le temps de monte´e τ peut eˆtre ajuste´
de telle sorte que τ ≫ τrelax ou τ ≪ τrelax, ou` τrelax est le temps de relaxation de
l’oscillateur. La dure´e des plateaux (∼ quelques τrelax) est telle que le syste`me est a`
l’e´quilibre en A et B.
donnant la variation d’e´nergie libre. Pour des raisons e´videntes, nous ne conside´rons
pas un ensemble de syste`mes identiques auxquels nous faisons subir une transformation
entre les instants t = 0 et t = ts, mais nous appliquons a` un seul et meˆme syste`me
une force exte´rieure λ(t) pe´riodique. On re´alise ainsi un ensemble de re´alisations du
travail W , en nombre e´videmment fini, qui permet de calculer la densite´ de probabilite´
du travail P(W ).
La re´alisation expe´rimentale sera de´taille´e au § 4.4.3, et nous n’en disons pas plus
pour l’instant sur la forme pre´cise de la force applique´e λ(t), qui, on le verra, peut eˆtre
mise a` profit pour sonder les trajectoires directe x et renverse´e x∗ = (q,−p) dans le
cadre des travaux de Crooks (cf § 4.3.2).
Le re´sultat (4.18) s’adapte e´videmment a` toutes les contraintes qu’est susceptible
d’imposer le re´servoir au syste`me qui se trouve a` son contact.
Par exemple, si le corps conside´re´ est en contact un re´servoir d’e´nergie et de volume
(qui impose sa tempe´rature ainsi que sa pression), on substituera l’e´nergie libre de
Gibbs G(T, P,N), de distribution d’e´quilibre ρ = eβ(G−[E+PV ]), a` l’e´nergie libre de
Helmholtz F (T, V,N) dans (4.18).
De meˆme, on substituera le grand potentiel Ω(T, V, µ), de distribution d’e´quilibre
ρ = eβ(Ω−[E−µN ]), a` F dans le cas ou` le syste`me est en contact avec un re´servoir d’e´nergie
et de particules (qui impose sa tempe´rature ainsi que son potentiel chimique).
Par la suite, nous emploierons indiffe´remment le terme d’e´nergie libre F , en gardant
a` l’esprit qu’il peut s’agir des potentiels G, Ω, . . . suivant la configuration envisage´e.
Comme nous l’avons mentionne´ aux §§ 4.1 et 4.2, la variation d’e´nergie libre ∆F
donne´e par la formule (4.18) peut s’exprimer comme un de´veloppement sur la base des
cumulants Cn du travail W :
∆F = − 1
β
∞∑
1
(−β)n
n!
Cn, (4.20)
ces derniers e´tant calcule´s a` partir de la densite´ de probabilite´ du travail P(W ).
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Cette e´criture du re´sultat de Jarzynski (4.18) met bien en e´vidence la sensibilite´
de la variation d’e´nergie libre ∆F vis-a`-vis des e´veˆnements rares de la distribution de
probabilite´ du travail P(W ) [en effet, il est bien connu en the´orie des probabilite´s que
les cumulants (et les moments) d’ordres e´leve´s servent a` de´crire le comportement des
e´veˆnements rares d’une distribution de probabilite´].
En particulier, dans le cas d’une distribution du travail P(W ) gaussienne11, seuls
les deux premiers cumulants C1 = µ et C2 = σ
2 sont non nuls dans le de´veloppement
(4.20), de sorte que
∆FN = µ− βσ
2
2
. (4.21)
Notons enfin que l’e´galite´ de Jarzynski (4.18) permet en quelque sorte de retrouver
le second principe. En effet, si l’on de´compose le travail (4.17) fourni au syste`me durant
la transformation de A a` B selon12
W = ∆F +Wdiss, (4.22)
ou` Wdiss de´signe le travail dissipe´ par le syste`me durant la transformation de A a` B,
l’e´galite´ de Jarzynski s’e´crit alors 〈
e−βWdiss
〉
= 1. (4.23)
S’il existe une re´alisation du travail W telle que Wdiss > 0, alors pour que cette e´galite´
soit ve´rifie´e, il doit ne´cessairement exister parmi l’ensemble des transformations re´ali-
se´es au moins une re´alisation du travail W correspondant a` un chemin γ : A 7→ B tel
que Wdiss < 0.
Seuls les e´veˆnements rares (ou fluctuations extreˆmes13) de la distribution P(W )
peuvent conduire a` une telle ine´galite´, en moyenne interdite par le second principe (cf
plus bas). En effet, la quantite´ moyenne
〈
e−βWdiss
〉
= 1 se majorant14 par e−β 〈Wdiss〉,
nous sommes conduits au re´sultat
〈Wdiss〉 ≥ 0 ⇐⇒ 〈W 〉 ≥ ∆F, (4.24)
qui est l’expression du second principe dans l’ensemble canonique15 (cf § 4.2).
11Nous dirons aussi que la variable ale´atoire W , de moyenne µ = E(W ), de variance σ2 = Var(W )
et de densite´ de probabilite´ P(W ) = 1√
2piσ
e−
(W−µ)2
2σ2 , est de loi N(µ, σ2).
12Une telle de´composition est toujours possible, et c’est manifestement la seule possible puisque
l’e´nergie libre F est la seule quantite´ pertinente qui soit une diffe´rentielle exacte dans le cas conside´re´.
Comme le travailW ,Wdiss de´pend de la nature de la transformation (dWdiss n’est pas une diffe´rentielle
exacte) ; en outre, c’est une grandeur sensible aux fluctuations de la trajectoire xt du syste`me, et donc
une variable ale´atoire.
13On peut intuiter la notion d’e´veˆnement rare de la manie`re suivante : si un passager d’une auto-
mobile roulant a` grande vitesse laisse de´passer son bras a` l’exte´rieur du ve´hicule, le courant d’air aura
en moyenne pour effet de de´placer son bras dans le sens oppose´ de la marche du ve´hicule ; ne´anmoins,
il peut arriver de temps en temps que le phe´nome`ne oppose´ se produise.
14D’apre`s l’ine´galite´ de Jensen, f(x) ≥ f(x) pour toute fonction f convexe ; en particulier ex ≥ ex.
15Par ailleurs, si la statistique du travail W est gaussienne, nous obtenons 〈Wdiss〉 = βσ
2
2 , qui est
une quantite´ positive par de´finition.
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µ = 0 σ = 0.1 kBT = 1
−∆FN × 103 4.9743 4.9377 5.0692 5.0254 4.9738 4.9745 4.9625
−∆F × 103 4.9743 4.9376 5.0691 5.0255 4.9737 4.9747 4.9627
δ (% ) 0.0844 0.3046 0.0621 0.3090 0.2747 0.3405 0.2820
µ = 0 σ = 1 kBT = 1
−∆FN × 10 5.0016 4.9976 5.0053 4.9977 5.0002 4.9961 5.001
−∆F × 10 5.0002 4.9987 5.0064 4.9962 4.9988 4.9960 5.0025
δ (% ) 0.2976 0.2194 0.2140 0.2855 0.2825 0.0142 0.2421
µ = 0 σ = 10 kBT = 1
−∆FN 50.0114 49.9820 50.0047 49.9758 49.9949 49.9857 49.9990
−∆F 35.0487 37.1008 37.7914 36.8178 38.4833 36.9409 35.2748
δ (%) 29.9185 25.7716 24.4243 26.3288 23.0256 26.0970 29.4490
Tab. 4.1 – Test nume´rique de l’e´galite´ de Jarzynski (i). Le travailW est distribue´
selon une loi normale N(µ, σ2) ge´ne´re´e sur 107 points, de moyenne µ et de variance σ2
[7 tirages successifs inde´pendants pour chaque couple (µ, σ)]. Nous comparons ∆F et
∆FN en faisant varier σ ; la de´viation relative de ∆F par rapport a` ∆FN est indique´e
par δ = |∆F−∆FN|
∆FN
.
Avant d’exposer la relation de Crooks, qui sous-tend le re´sultat de Jarzynski, et
de pre´senter les mesures que nous avons re´alise´es afin de tester l’e´galite´ de Jarzynski,
conside´rons un instant plus en de´tail le cas d’une distribution du travail P(W ) gaus-
sienne.
Cette e´tude se justifie d’autant plus que nos mesures (cf § 4.4.3) rele`veront toujours
du cas gaussien, qui, en outre, de´crit toute une classe de syste`mes faiblement hors
d’e´quilibre16 [MJ99].
Le cas d’une distribution gaussienne P(W ) peut s’analyser nume´riquement. Une
attitude “na¨ıve” consiste a` comparer la variation d’e´nergie libre ∆F (4.18) avec son
estimateur gaussien ∆FN (4.21) : si W est de loi N(µ, σ
2), les deux estimateurs doivent
conduire au meˆme re´sultat.
La table 4.1 reporte le re´sultat de la comparaison des variations d’e´nergie libre
∆F = −β−1 ln 〈e−βW〉 [tire´e de (4.18)] et ∆FN = µ−βσ2/2 [tire´e de (4.21)]. Le travail
W est distribue´ selon une loi normale N(µ, σ2) ge´ne´re´e nume´riquement sur N = 107
points. Nous posons µ = 0, β = 1 et nous faisons varier σ2 = 10−2, 1, 102.
Nous comparons les estimateurs ∆F et ∆FN sur 7 tirages successifs inde´pendants.
La de´viation relative de ∆F par rapport a` ∆FN est indique´e par δ =
|∆F−∆FN|
∆FN
. La table
4.1 indique clairement que δ est une fonction croissante de la variance σ2 (on atteind
jusqu’a` des e´carts relatifs de l’ordre de 30% dans le cas σ = 10).
Afin de nous assurer que la de´viation de ∆F par rapport a` ∆FN ne de´pend que
de la variance σ2 (en re´alite´, comme nous allons le montrer, elle de´pend du rapport
16Le re´gime gaussien n’implique en revanche aucunement que le syste`me est faiblement hors d’e´qui-
libre, comme le montreront notamment nos mesures (cf § 4.4.3).
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µ = 0 σ = 10 kBT = 1
−∆FN 50.0186 49.9952 50.0164 49.9739 50.0309 50.0369 50.0390
−∆F 36.6730 38.1410 35.4491 34.8496 38.1163 36.4920 36.0162
δ (%) 26.6813 23.7108 29.1252 30.2645 23.8144 27.0698 28.0238
µ = 10 σ = 10 kBT = 1
−∆FN 40.0660 40.0176 40.0186 39.9696 39.9874 40.0342 39.9743
−∆F 28.9355 28.5121 29.5074 27.9547 24.9635 26.0698 29.0444
δ (%) 27.7805 28.7509 26.2657 30.0601 37.5718 34.8812 27.3424
µ = 100 σ = 10 kBT = 1
−∆FN 50.0307 50.0274 50.0274 50.0065 49.9798 50.0118 50.0010
−∆F 64.7218 62.8777 55.9410 61.4442 62.0465 63.2481 65.5173
δ (%) 29.3642 25.6866 11.8206 22.8723 24.1432 26.4664 31.0319
Tab. 4.2 – Test nume´rique de l’e´galite´ de Jarzynski (iii). Le travailW est distri-
bue´ selon une loi normale N(µ, σ2) ge´ne´re´e sur 107 points, de moyenne µ et de variance
σ2 [7 tirages successifs inde´pendants pour chaque couple (µ, σ)]. Nous comparons ∆F
et ∆FN en faisant varier µ ; la de´viation relative de ∆F par rapport a` ∆FN est indique´e
par δ = |∆F−∆FN|
∆FN
.
σ/kBT ), nous effectuons la meˆme comparaison en posant σ = 10 (c’est a priori le cas
le plus de´favorable) et en faisant varier µ = 0, 10, 100 (toujours avec β = 1). La table
4.2 montre clairement que la de´viation δ est uniquement fonction de la variance σ2,
puisque cette dernie`re est toujours de l’ordre de 20-30% quelle que soit µ.
L’e´cart de ∆F par rapport a` ∆FN peut s’expliquer en raison de la grande sensi-
bilite´, par de´finition17, de la formule de Jarzynski (4.18) aux e´veˆnements rares (aux
fluctuations extreˆmes) de la distribution du travail P(W ) : pour σ/kBT = βσ ≪ 1, la
valeur de ∆F s’e´carte peu de ∆FN, tandis que pour βσ ≫ 1, ∆F est domine´e par les
e´veˆnements rares, auquels ∆FN est essentiellement insensible (par de´finition).
Nous indiquons sur la fig. 4.4 les trois distributions P(W ) correspondant a` µ = 0 et
βσ = 0.1, 1 et 10. On remarquera la fluctuation extreˆme d’amplitude ≃ 5σ sur la se´rie
de W correspondant a` βσ = 10 (ce type d’e´veˆnement rare est ale´atoirement distribue´
le long des N = 107 points de la se´rie).
Ces observations n’ont rien d’e´tonnant, mais il est utile de les faire en pre´vision des
mesures que nous exposons plus loin au § 4.4.3.
On peut mettre en e´vidence les contributions des e´veˆnements rares de la distribution
P(W) a` ∆F en e´tudiant la convergence de la suite
∆Fj =
(
−β−1 ln 1
j
j∑
k=1
e−βWk
)
j=1,...,N
, (4.25)
ou` 1
j
∑j
k=1 e
−βWk est la moyenne arithme´tique de e−βW .
17Rapellons que le logarithme de la quantite´
〈
e−βW
〉
est, par de´finition, la fonction ge´ne´ratrice des
cumulants de W .
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Fig. 4.4 –Test nume´rique de l’e´galite´ de Jarzynski (ii). Le travailW est distribue´
selon une loi normale N(µ, σ2) ge´ne´re´e sur 107 points, de moyenne µ et de variance σ2.
Fig. de gauche : nous comparons les trois distributions P(W ) correspondant a` µ = 0
et σ = 0.1, 1 et 10. Fig. de droite : se´rie de W a` µ = 0 et σ = 10 ; on remarquera la
fluctuation extreˆme d’amplitude ≃ 5σ.
Nous choisissons deux cas limites : le cas βσ = 0.1, qui se caracte´rise par une faible
de´viation de ∆F par rapport a` ∆FN, et le cas βσ = 10, qui se caracte´rise par une forte
de´viation de ∆F par rapport a` ∆FN. Nous posons µ = 0 et β = 1, de sorte qu’on peut
directement comparer les variances.
La fig. 4.5 met clairement en e´vidence la convergence uniforme de ∆Fj dans le
cas βσ = 0.1, tandis que dans le cas βσ = 10 la suite des valeurs de ∆Fj converge
par paliers et pre´sente des sauts, de plus en plus espace´s a` mesure que j croˆıt ; ces
discontinuite´s correspondent a` des e´veˆnements rares (ou fluctuations extreˆmes) de la
distribution P(W ).
Une analyse plus de´taille´e de ces questions peut eˆtre trouve´e dans [Hum01, ZW02a,
ZW02b, ZW03, GRB03] ; nous de´sirions simplement mettre en e´vidence quelques ca-
racte´ristiques du re´sultat de Jarzynski avant de le tester expe´rimentalement, puisque
l’ensemble des re´alisations du travail que l’on peut ge´ne´rer expe´rimentalement est en
nombre e´videmment fini. Plutoˆt que de raffiner l’approche nume´rique, nous exposons
maintenant la relation de Crooks, qui, outre le fait qu’elle sous-tend le re´sultat de Jar-
zynski, permet de de´terminer d’une autre manie`re, et de fac¸on plus pre´cise, la variation
d’e´nergie libre ∆F du syste`me durant la transformation de A vers B.
4.3.2 The´ore`me de fluctuation de Crooks
Peu apre`s que Jarzynski obtint son re´sultat (4.18), Crooks e´tablit un the´ore`me de
fluctuation18 permettant de de´terminer de fac¸on plus pre´cise la variation d’e´nergie libre
∆F du syste`me durant la transformation de A vers B [Cro99, Cro00, Jar00, JW04].
Les conside´rations de Crooks sont identiques a` celles de Jarzynski (expose´es au
paragraphe pre´ce´dent), a` ceci pre`s qu’il conside`re les trajectoires directes xt [de l’e´tat
18Qu’on peut en quelque sorte attribuer aux travaux ante´rieurs de G. Gallavotti [Gal99a, Gal05].
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Fig. 4.5 – Test nume´rique de l’e´galite´ de Jarzynski (iv). Le travail W est dis-
tribue´ selon une loi normale N(µ, σ2) ge´ne´re´e sur N = 107 points, de moyenne µ et
de variance σ2. Nous e´tudions la convergence de la suite ∆Fj [cf (4.25)] par pas de
δN = 105 points dans le cas βσ = 0.1 (fig. de gauche) et dans le cas βσ = 10 (fig. de
droite) ; dans chaque cas µ = 0 et β = 1.
d’e´quilibre A (t = 0) vers l’e´tat d’e´quilibre B (t = ts)] et renverse´es dans le temps
x′t′ = xt−t′ [de B (t = ts) vers A (t = 0)].
De meˆme qu’on peut calculer le travail W fourni au corps pour une trajectoire xt
lors de la transformation directe [donne´ par (4.17)], on peut calculer le travailW ′ fourni
au corps pour une trajectoire x′t′ lors de la transformation renverse´e d’apre`s
W ′ =
∫ ts
0
∂tH
′
t(x
′
t) dt = −
∫ ts
0
∂tHt(x
′
ts−t) dt. (4.26)
ou` H ′(t′) = H(t− t′) est l’e´nergie du corps lors de la transformation renverse´e.
Ceci e´tant, Crooks montre que les densite´s de probabilite´ du travail direct P(W ) et
du travail renverse´ P′(−W ) satisfont a` la relation19
P(W ) = P′(−W ) eβ(W−∆F ) = P′(−W ) eβWdiss , (4.27)
ou` ∆F = FB −FA est la variation d’e´nergie libre du corps lors de la transformation de
A vers B.
Ce re´sultat appelle plusieurs commentaires. Remarquons tout d’abord que la rela-
tion obtenue implique celle de Jarzynski (4.18) : en multipliant chaque membre de (4.27)
par e−βW et en inte´grant sur W , P′(−W ) e´tant normalise´e a` l’unite´ par hypothe`se.
Ceci est duˆ au fait que la relation de Crooks, qui donne le rapport P(W )
P′−W ) , caracte´-
rise plus pre´cise´ment la distribution du travail que ne le fait l’e´galite´ de Jarzynski, qui
donne la quantite´ inte´gre´e
〈
e−βW
〉
.
Deuxie`mement, la relation de Crooks permet de de´terminer de fac¸on plus pre´cise
la variation d’e´nergie libre ∆F du syste`me durant la transformation de A vers B.
19Nous donnons une preuve de ce re´sultat (due a` K. Gawe¸dzki [Gaw05]) dans le cadre d’une dyna-
mique de Langevin dans l’Annexe E.
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Pour cela, il suffit de remarquer que le point de croisement des distributions P(W ) et
P′(−W ), s’il existe, c’est-a`-dire la valeur du travail pour laquelle P(W ) = P′(−W ),
correspond pre´cise´ment a` ∆F .
Cette de´termination est en principe plus pre´cise que celle de Jarzynski, puisque
l’inte´gralite´ de la distribution P(W ) est ne´cessaire pour e´valuer ∆F d’apre`s ce dernier
(il faut calculer la quantite´ inte´gre´e
〈
e−βW
〉
), tandis que l’e´valuation de ∆F d’apre`s la
relation de Crooks ne ne´cessite en principe qu’une de´termination partielle des distri-
butions P(W ) et P′(−W ) au voisinage de leur point de croisement. (Les mesures que
nous pre´sentons au § 4.4.3 confirment cette observation.)
Nous pouvons eˆtre plus quantitatifs dans le cas particulier ou` les distributions P(W )
et P′(−W ) sont gaussiennes
P(W ) =
1√
2πσ
e−
(W−µ)2
2σ2 , P′(−W ) = 1√
2πσ′
e−
(W+µ′)2
2σ′2 , (4.28)
de moyennes et de variances respectives µ, µ′, σ2 et σ′2. Dans ce cas, un calcul simple
conduit au re´sultat suivant :
P(W ) = P′(−W ) e− 12(σσ′)2 [(σ+σ′)W−(µσ′−µ′σ)][(σ′−σ)W−(µσ′+µ′σ)]+ln σ
′
σ . (4.29)
En supposant que les de´viations quadratiques deW et−W par rapport a` leurs moyennes
respectives ne diffe`rent pas sensiblement l’une de l’autre, on peut poser σ2 ≃ σ′2 dans
la relation (4.29) qui se simplifie notablement :
P(W ) = P′(−W ) eµ+µ
′
σ2
“
W−µ−µ′
2
”
. (4.30)
En identifiant le re´sultat obtenu avec la relation de Crooks (4.27), on trouve que la
variation d’e´nergie libre fournie au corps pendant la transformation a pour expression
∆F =
µ− µ′
2
, tandis que σ2 =
µ+ µ′
β
=
2〈Wdiss〉
β
. (4.31)
Par conse´quent, si les distributions P(W ) et P′(−W ) sont gaussiennes et telles que
σ2 ≃ σ′2, la variation d’e´nergie libre peut se calculer uniquement a` partir des moyennes
µ et µ′. D’ailleurs, si l’on croˆıt a` la relation de Crooks (4.27), les variances σ2 et σ′2 ne
peuvent eˆtre qu’e´gales.
Ce re´sultat, obtenu dans un cas particulier, met bien en e´vidence la supe´riorite´ de
la relation de Crooks sur le re´sultat de Jarzynski (4.18) pour de´terminer la variation
d’e´nergie libre ∆F du syste`me durant la transformation de A vers B.
Il est maintenant clair que la force applique´e au corps peut eˆtre mise a` profit tant
pour e´valuer ∆F a` partir de la formule de Jarzynski (4.18) qu’a` partir de la formule
de Crooks (4.27). Pour cela, nous donnons a` λ(t) la forme indique´e par la fig. 4.6. La
force applique´e est une fonction pe´riodique λ(t) =
∑
λ0(t− nT0), de pe´riode T0 = 2ts,
et dont le motif λ0 re´alise deux ensembles de re´alisations du travail direct et renverse´.
On peut ainsi de´terminer les distributions directe et renverse´e P(W ) et P′(−W ).
4. Egalite´ de Jarzynski et the´ore`me de fluctuation de Crooks 105
AAA
B B
λ(t)
λmin
λmax
t
τ
· · ·
τp τp
1e`re re´alisation 2e`me re´alisation
de Wde W
1e`re re´alisation 2e`me re´alisation
de −Wde −W
0 ts 2ts 3ts 4ts
motif λ0 de la force pe´riodique λ(t)
Fig. 4.6 – Protocole pour e´valuer ∆F . Pour e´valuer la variation d’e´nergie libre
∆F , on applique au syste`me une force pe´riodique λ(t) =
∑
λ0(t − nT0), de pe´riode
T0 = 2ts et de motif λ0. On re´alise ainsi deux ensembles de re´alisations du travail direct
et renverse´ qui permettent de de´terminer les distributions P(W ) et P′(−W ). Le temps
de monte´e τ peut eˆtre ajuste´ de telle sorte que τ ≫ τrelax ou τ ≪ τrelax, ou` τrelax est
le temps de relaxation de l’oscillateur. La dure´e des plateaux τp (∼ quelques τrelax) est
telle que le syste`me soit a` l’e´quilibre en A et B.
4.4 Test expe´rimental des relations de Jarzynski et
Crooks
Ne serait-ce que par le nombre conside´rable de publications qui ont e´te´ consacre´es
au sujet [Jar97a, Jar97b, Cro98, Jar98, Kur98, Cro99, MJ99, JM99, Jar99, Mae99,
Cro00, Jar00, Kur01, Jar02, Muk03, JW04, CM04, Jar04], les relations de Jarzynski
et Crooks semblent avoir acquis le statut de re´sultat the´orique suˆr, solidement e´tabli,
robuste.
Cependant, E. Cohen et D. Mauzerall ont re´cemment e´mis quelques critiques a` pro-
pos du re´gime de validite´ de ces re´sultats [CM04].
Une telle divergence d’opinion est inte´ressante en soi. Il est en effet difficile, en
re`gle ge´ne´rale, d’avoir une ide´e pre´cise de toutes les hypothe`ses qu’un re´sultat the´o-
rique pre´suppose : certaines d’entre elles ne sont parfois pas formule´es explicitement,
et constituent cependant le point de de´part du mode`le propose´. Par ailleurs, qu’elles
soient mentionne´es explicitement ou non, ces hypothe`ses ne correspondent parfois qu’a`
une classe extreˆmement restreinte de syste`mes physiques. Donnons quelques exemples
(NB : il s’agit plus de points de questionnement que d’affirmations) :
(i) Processus de Markov. Dans son article [Cro98], Crooks de´montre le re´sultat de
Jarzynski en assimilant la dynamique du syste`me a` un processus de Markov20.
Mode´liser la dynamique d’un syste`me par un processus de Markov est certes une
attitude extreˆmement re´pandue en physique [Lem02, Gil92, Gil93, Gil96, Nel67,
vK92, Fel68, Fel66], notamment pour e´tudier le mouvement brownien, mais qui
peut eˆtre parfois peu re´aliste : par exemple, elle ne rend pas toujours compte des
syste`mes physiques“a` me´moire”, ni des corre´lations a` longue porte´e. Qu’advient-il
20D’ailleurs, une fois cette hypothe`se pose´e, la preuve du re´sultat de Jarzynski est e´le´mentaire.
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des relations de Jarzynski et Crooks dans ce cas ?
(ii) Hypothe`se ergodique. Dans son article fondateur [Jar97b], Jarzynski de´montre le
re´sultat (4.18). Sous cette forme, et avec la signification que Jarzynski donne a` la
moyenne21 〈·〉, ce re´sultat ne semble pas de´pendre d’une quelconque hypothe`se er-
godique. Toutefois, il apparaˆıt plus ou moins clairement a` la lecture de cet article
que l’ergodicite´22 du syste`me doit eˆtre suppose´e : en effet, Jarzynski contourne
la difficulte´ du proble`me dynamique en utilisant une approche statistique, et ne
manipule que des distributions d’e´quilibre “Gibbsiennes” purement “statiques”.
Or il nous semble qu’une telle approche du proble`me pre´suppose une dynamique
du syste`me ergodique (du moins en the´orie standard), et que son domaine d’ap-
plicabilite´ doit de´pendre (au moins implicitement) du temps de relaxation du
syste`me23. Les re´sultats de Jarzynski et Crooks ne´cessitent-ils une dynamique er-
godique ? Si c’est le cas, comment cela peut-il eˆtre possible si une force exte´rieure
d’amplitude arbitrairement e´leve´e et de´pendant du temps de fac¸on quelconque
est applique´e au syste`me ?
Pour E. Cohen et ses collaborateurs, le re´sultat de Jarzynski ne serait pas valable
pour une transformation quelconque24, mais seulement pour des transformations telles
que le corps en question soit faiblement hors d’e´quilibre. Cela impliquerait notamment
qu’il doit eˆtre possible de mettre en de´faut le re´sultat de Jarzynski, et donc celui de
Crooks, en forc¸ant le corps conside´re´ de manie`re tre`s irre´versible (i.e. pour τ/τrelax ≪ 1)
ainsi qu’a` tre`s forte amplitude entre les e´tats d’e´quilibre initial et final de la transfor-
mation.
La controverse lance´e par E. Cohen et ses collaborateurs n’ayant pas (encore) abouti
au moyen d’arguments the´oriques, nous nous proposons de tester expe´rimentalement
les re´sultats de Jarzynski et Crooks sur un syste`me bien controˆle´ : l’oscillateur me´ca-
nique amorti auquel nous avons consacre´ le chapitre 2.
Il est bien e´videmment possible de tester ces re´sultats nume´riquement, en ge´ne´rant
sur ordinateur une dynamique de Langevin, par exemple. Nous choisissons de´libe´re´ment
de tester expe´rimentalement les re´sultats de Jarzynski et Crooks car ces derniers consti-
tuent, avec le TFD et ses extensions hors d’e´quilibre, une bonne approche pour l’e´tude
de la dynamique et des e´changes de chaleur de syste`mes durablement hors d’e´quilibre,
tels les mate´riaux amorphes relevant de la matie`re molle (plastiques comme le PMMA
ou le PVC, gels comme la laponite) ou de la physique des solides (verres de spin).
La dynamique de ces derniers e´tant extreˆmement difficile a` simuler nume´riquement
(essentiellement en raison des capacite´s de calcul limite´es des ordinateurs25), et peu
21Qui est pre´cise´ment celle que nous avons indique´e au § 4.3.1.
22A ce sujet, les re´fs. [EE02, Khi49, LP73, Leb93, Leb95, Leb99, Gol01, Bri96, KIUH65, BL67,
BLCT59, KTH98a, KTH98b, Gal99b, Dor99, Rue91] sont particulie`rement utiles.
23Cette opinion n’engage que moi. Encore une fois, il n’est pas question ici d’affirmer quoi que ce
soit ni de critiquer les re´sultats de Jarzynski et Crooks, mais de poser des questions que nous jugeons
le´gitimes.
24Rappelons qu’il s’agit du re´sultat obtenu par Jarzynski, Crooks et leurs collaborateurs.
25On ne peut en effet actuellement simuler la dynamique hors d’e´quilibre des syste`mes mentionne´s
que sur quelques microsecondes.
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(voire pas) e´tudie´e expe´rimentalement dans le contexte des travaux que nous pre´sentons
dans ce manuscrit, il semble pertinent de s’inte´resser directement a` un syste`me physique
re´el, sans que nous soyons limite´s par diverses hypothe`ses et approximations the´oriques.
En outre, s’il est vrai que des expe´riences de biophysique ont exploite´ les re´sultats
de Jarzynski et Crooks, notamment afin d’e´valuer la variation d’e´nergie libre de l’ARN
lorsqu’on e´tire ce dernier [LDS+02], aucune expe´rience ne semble avoir e´te´ re´alise´e dans
le but de tester ces re´sultats.
Pour toutes les raisons mentionne´es, un tel test se justifie. Pour pouvoir le re´aliser,
il faut disposer d’un syste`me suffisamment bien controˆle´ dont on puisse e´valuer la
variation d’e´nergie libre pendant la transformation autrement qu’a` partir des formules
de Jarzynski et Crooks.
4.4.1 Principe du test
Des arguments classiques permettent d’obtenir une expression simple de la variation
d’e´nergie libre ∆F de l’oscillateur pendant la transformation re´alise´e.
Selon la me´canique, la variation d’e´nergie du corps entre les instants t = 0 et t = ts∫ ts
0
∂tEt(p, q) dt est e´gale a` la somme des variations de l’e´nergie cine´tique
∫ ts
0
∂tTt(p) dt
et de l’e´nergie potentielle
∫ ts
0
∂tVt(q) dt. Dans le cas conside´re´, la variation d’e´nergie
cine´tique entre les e´tats A et B est en moyenne nulle (aux fluctuations pre`s), de sorte
que
〈∫ ts
0
∂tEt(p, q) dt
〉
=
〈∫ ts
0
∂tVt(q) dt
〉
ou` Vt(q;λ) =
1
2
kq2 − λq.
L’e´quation du mouvement du degre´ de liberte´ q e´tant de la forme mq¨+ηq˙+kq = λ,
sa valeur moyenne d’e´quilibre, correspondant a` λmax, est donne´e par 〈qmax〉 = λmaxk et
son carre´ moyen par 〈q2max〉 = (λmaxk )2 (aux fluctuations pre`s26). La variation d’e´nergie
du corps vaut donc en moyenne ∆E = ∆V = 1
2
k 〈q2max〉 − λmax 〈qmax〉 = −λ
2
max
2k
=
−1
2
k 〈qmax〉2.
On peut identifier la variation d’e´nergie moyenne ∆E ainsi obtenue a` la variation
d’e´nergie libre ∆F par le proce´de´ suivant. Comme il est d’usage en thermodynamique,
l’e´nergie interne du corps E = E(S, V,N) est une fonction de son entropie S, volume
V et nombre de particules N , ce que nous e´crivons en terme de diffe´rentielles dE =
T dS − P dV + µ dN , ou` T de´signe la tempe´rature du corps, P la pression et µ le
potentiel chimique.
L’e´nergie e´tant une grandeur extensive, T , P et µ sont lie´es par la relation27 S dT −
V dP + N dµ = 0, soit en terme de diffe´rences finies S∆T − V∆P + N∆µ = 0, avec
par ailleurs ∆F = ∆E − T∆S − S∆T . Ainsi, pour identifier la variation d’e´nergie du
corps ∆E e´crite ci-dessus a` la variation d’e´nergie libre du corps ∆F , il faut montrer que
∆S = ∆T = 0. Puisque par hypothe`se nous avons TA = TB = Tthermostat, nous avons
bien ∆T = TB−TA = 0 (ce re´sultat peut aussi s’obtenir a` partir de la relation de Gibbs-
Duhem, en utilisant le fait que nos expe´riences correspondent pre´cise´ment a` ∆P =
∆µ = 0). Le terme entropique T∆S est plus proble´matique a` analyser. Toutefois, si l’on
26Si l’on de´sire tenir compte de ces dernie`res, il faut ajouter 12kBT dans l’expression de 〈q2max〉, en
vertu de l’e´quipartition de l’e´nergie.
27Baptise´e relation de Gibbs-Duhem [Cal85].
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conside`re que l’on a a` faire a` un syste`me purement me´canique28, alors ∆S = 0. Grosso
modo, cela revient a` asimiler notre syste`me expe´rimental (l’oscillateur harmonique
amorti viscoe´lastique) a` un syste`me a` un degre´ de liberte´ effectif (macroscopique), ce
qui impose ∆S = 0 en prenant le logarithme. Ainsi, on a simplement
∆E = ∆F = −1
2
k 〈qmax〉2 = −λ
2
max
2k
. (4.32)
Nous disposons donc d’un estimateur relativement robuste de la variation d’e´nergie
libre du corps pendant la transformation, que nous allons comparer aux valeurs tire´es
des relations de Jarzynski (4.18) et Crooks (4.27).
4.4.2 Travail classique et variation d’e´nergie libre intrinse`que
En re´alite´, nous disposons d’une autre grandeur pour e´valuer la variation d’e´nergie
libre fournie au corps pendant la transformation : le travail classique Wcl effectue´ par
la force exte´rieure λ(t) sur le corps pendant la transformation. Ce dernier est lie´ au
travail thermodynamique W par la relation suivante29 :
W = −
∫ ts
0
λ˙q dt = −[λq]ts
0
−Wcl, Wcl = −
∫ ts
0
λq˙ dt. (4.33)
(Nous affectons le travail classique Wcl d’un signe moins afin que ce dernier obe´isse a`
la meˆme convention de signe que W .)
Cette de´composition est similaire a` celle que nous avons effectue´e au § 4.3.1 en
e´crivant W = ∆F +Wdiss [cf (4.22)], puisqu’a` nouveau nous exprimons W comme la
somme d’une quantite´ ne de´pendant que des e´tats initial et final de la transformation,
−[λq]ts
0
, et d’une quantite´ fluctuante, Wcl, qui de´pend non seulement des e´tats initial
et final de la transformation mais aussi de la nature pre´cise de cette dernie`re (comme
W ).
Le terme aux bornes −[λq]ts
0
, quant a` lui, est simplement la variation d’e´nergie
potentielle du corps induite par la force pendant la transformation.
Cette observation en appelle une autre30 : si l’on de´sire e´valuer la variation d’e´nergie
libre intrinse`que du corps pendant la transformation, il faut soustraire la quantite´
−[λq]ts
0
a` ∆F , que cette dernie`re soit donne´e par (4.18) ou par (4.21), ce qui revient
a` ne tenir compte que de l’e´nergie potentielle sans force applique´e Vt(q) =
1
2
kq2 pour
e´valuer ∆F comme nous l’avons fait plus haut.
Ainsi, si nous notons ∆F0 la variation d’e´nergie libre intrinse`que du corps pendant
la transformation
∆F0 = ∆F − Φ, ou` Φ ≡ −
[
λq
]ts
0
. (4.34)
28A ce propos, voir les comple´ments 2-D et 3-L du livre de Diu [DGLR89].
29Obtenue par inte´gration par parties.
30Qu’on peut par ailleurs trouver de`s les premie`res pages des principes e´le´mentaires de me´canique
statistique de J. Gibbs [Gib81].
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Comme nous l’avons indique´ plus haut, nos expe´riences correspondent a` une e´qua-
tion du mouvement line´aire de la forme mq¨ + ηq˙ + kq = λ. Dans ce cas ∆F [donne´e
par la relation (4.32)] et ∆F0 co¨ıncident au signe pre`s :
∆F0 = −∆F = 1
2
k 〈qmax〉2 = λ
2
max
2k
. (4.35)
Cette diffe´rence entre ∆F et ∆F0 se manifeste de fac¸on particulie`rement claire
lorsque le syste`me est non line´aire : par exemple si son e´quation du mouvement est de
la forme mq¨ + ηq˙ + 1
2
kq2 = λ, c’est-a`-dire pour Vt(q;λ) =
1
3!
kq3 − λq. Dans ce cas, un
calcul simple conduit a` ∆F0 =
1
3
√
2
k
λ
3/2
max tandis que ∆F = −2∆F0.
Remarquons enfin que le travail classique Wcl permet de tester les re´sultats de
Jarzynski et Crooks d’une deuxie`me manie`re. Nous usons pour cela d’un argument
heuristique et nous notons µcl et µ
′
cl les valeurs moyennes des travaux classiques direct
et renverse´, de distributions P(Wcl) et P
′(−Wcl).
A moins que la force applique´e ne soit conservative (auquel cas le travail classique ne
de´pend que des e´tats initial et final de la transformation), le travail classique de´pend de
la nature pre´cise de la transformation entre les e´tats d’e´quilibre initial et final (comme
W ).
Aussi, si l’on conside`re une transformation telle que les travaux classiques direct et
renverse´ soient radicalement diffe´rents, par exemple si le corps conside´re´ dissipe plus
d’e´nergie durant la transformation de A vers B que durant la transformation de B
vers A, et si les distributions P(Wcl) et P
′(−Wcl) sont gaussiennes, il est clair, d’apre`s
la relation (4.30) du § 4.3.2, que le point de croisement des distributions P(Wcl) et
P′(−Wcl), s’il existe, co¨ıncide pre´cise´ment avec la variation d’e´nergie libre du corps
∆F , qui est la seule quantite´ inde´pendante de la nature de la transformation.
Si les distributions P(Wcl) et P
′(−Wcl) sont gaussiennes, le travail dissipe´ durant la
transformation, quant a` lui, doit eˆtre tel que
µcl + µ
′
cl = −2 〈Wdiss〉. (4.36)
En revanche nous n’avons pas de relation du type βσ2cl = µcl + µ
′
cl, qui ne peut
s’obtenir qu’a` partir de la relation de Crooks (4.27) dans le cas gaussien.
Dans le cas ou` les distributions P(Wcl) et P
′(−Wcl) sont gaussiennes de variances
σ2cl et σ
′2
cl , on peut obtenir des relations analogues a` (4.29) et (4.30) pour le travail
classique :
∆F =
µcl − µ′cl
2
pour σ2cl ≃ σ′2cl . (4.37)
Noter que les observations faites plus haut ainsi que les re´sultats (4.36) et (4.37),
qui valent pour le travail classique, s’appliquent a fortiori au travail thermodynamique
W , inde´pendamment de la relation de Crooks (4.27), pour peu que ce dernier ait des
distributions directe et renverse´e P(W ) et P′(−W ) gaussiennes.
Nous disposons donc de deux estimateurs de la variation d’e´nergie libre du corps
pendant la transformation [formule (4.32) et point de croisement des distributions du
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Fig. 4.7 – Ve´rification du TFD. Nous repre´sentons le spectre de fluctuation 〈|θ˜|2〉
obtenu a` Mext = 0 (ligne continue) ainsi que le spectre de fluctuation
4kBT
2πaν
Im χ˜′ tire´ de
la mesure de la re´ponse χ˜′ (◦). Les deux spectres se superposent exactement l’un sur
l’autre : le TFD est ve´rifie´ (cf chap. 2 pour les notations).
travail classique dans le cas gaussien], que nous allons comparer aux valeurs tire´es des
relations de Jarzynski (4.18) et Crooks (4.27).
4.4.3 Mesures
Le syste`me auquel nous nous proposons de faire subir une transformation entre
ses e´tats d’e´quilibre initial et final A et B est l’oscillateur me´canique amorti auquel
nous avons consacre´ le chapitre 2. Pour des raisons de facilite´ de mise en œuvre et de
reproductibilite´, nous portons notre choix sur l’oscillateur en torsion, repre´sente´ sur les
figs 2.10, 2.14 et 2.12 des §§ 2.3.2 et 2.3.4.
Avant toute chose, nous nous assurons que le the´ore`me fluctuation-dissipation est
ve´rifie´ lorsqu’aucun moment de force n’est applique´ a` l’oscillateur : c’est effectivement
ce que reporte la fig. 4.7.
Afin de de´terminer ∆F d’apre`s les re´sultats de Jarzynski et Crooks, nous appliquons
a` l’oscillateur un moment de force pe´riodique M(t) =
∑
M0(t − nT0), de pe´riode
T0 = 2ts et de motif M0, dans le but de de´terminer les distributions du travail direct
et renverse´e P(W ) et P′(−W ).
Noter que ∆F0 = −∆F , ou` ∆F0 de´signe la variation d’e´nergie libre intrinse`que
de l’oscillateur pendant la transformation, puisque ce dernier est un syste`me line´aire
[voir le § 4.4.2, relations (4.33)-(4.34), pour les de´finitions de ∆F0 et Φ, que nous ne
rappelons pas ici].
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a(∗) b(∗) c(∗) d(∗) e(∗) f(∗) g(∗) h(∗∗) i(∗∗)
ν0 (Hz) 326.3 326.3 326.3 326.3 326.3 343.4 343.4 348.2 348.2
τrelax (ms) 23.5 23.5 23.5 23.5 23.5 34.2 34.2 619.8 619.8
τ/τrelax 8.49 0.86 3.52 2.79 4.2 0.12 0.12 0.08 0.08
τp/τrelax 33.76 3.38 14.12 11.31 17.1 5.61 5.61 — —
|Mmax| (pNm) 8.34 4.23 4.28 2.95 0.84 11.76 22.09 5.83 14.92
Tab. 4.3 – Configurations expe´rimentales envisage´es. Les symboles (∗) et (∗∗)
indiquent respectivement si l’oscillateur est immerge´ ou non dans un fluide visqueux ;
τp de´signe la dure´e d’un plateau (cf fig. 4.6).
Comme l’indique la fig. 4.6 du § 4.3.2, le moment de force applique´ se caracte´rise
par son temps de monte´e τ et son amplitude maximale Mmax ; nous prendrons syste´-
matiquement Mmin = 0.
Le temps de monte´e τ doit eˆtre compare´ au temps de relaxation de l’oscillateur τrelax
(cf chap. 2) : pour τ ≫ τrelax, les chemins emprunte´s par le syste`me seront re´versibles
tandis que pour τ ≪ τrelax ils seront irre´versibles ; le cas interme´diaire τ . τrelax sera
sujet a` caution (re´gime faiblement irre´versible).
Nous avons donc effectue´ trois se´ries d’expe´riences correspondant a` chacun de ces
cas, ainsi qu’une quatrie`me se´rie d’expe´riences, plus “exotique”, dont la table 4.3 donne
les caracte´ristiques essentielles.
Transformations re´versibles
Nous commenc¸ons par examiner le cas d’une transformation re´versible correspon-
dant a` un moment applique´ M(t) en forme de rampes et plateaux, comme l’indique
la fig. 4.8(i), conforme´ment a` ce que nous avons annonce´ pre´ce´demment au § 4.3.2 (cf
fig. 4.6).
Le temps de monte´e τ du moment applique´ M(t), indique´ sur la fig. 4.8(i), est donc
tel que τ ≫ τrelax, avec τrelax = 23.5 ms. L’oscillateur conside´re´ a une constante (de
rappel) de torsion C = 5.25 × 10−4 Nmrad−1 et est amorti par une huile mine´rale
d’indice optique n = 1.65, de coefficient de viscosite´ ν = 121.3 mPa s et de densite´
ρ = 0.9 ρeau a` T = 21.3
◦C (tempe´rature de travail).
Nous effectuons quatre expe´riences, que nous nume´rotons a), c), d) et e), correspon-
dant a` un moment de force applique´ d’amplitude maximale Mmax = 8.34, 4.23, 4.28
et 0.84 pNm, de temps de monte´e correspondant τ = 199.5, 20.2, 65.6 et 99.6 ms,
comme l’indique plus bas la table 4.4.
Dans un premier temps, nous remarquons que l’enveloppe du spectre du de´pla-
cement angulaire θ, qu’indique la fig. 4.8(iii), correspondant a` la se´rie temporelle θ(t)
repre´sente´e sur la fig. 4.8(ii), n’est absolument pas modifie´e par l’application du moment
M(t) : l’enveloppe de
√〈|θ˜|2〉 correspond pre´cise´ment a` celle du spectre de fluctuation
a` l’e´quilibre de l’oscillateur, repre´sente´ sur la fig. 4.7. Le spectre mesure´ a` M(t) 6= 0 se
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Fig. 4.8 –Transformations re´versibles. Oscillateur immerge´ dans l’huile [cas a)] : (i)
Moment de force applique´ M(t), (ii) De´placement angulaire induit θ(t), (iii) Sa densite´
spectrale
√
〈|θ˜|2〉, (iv) Sa pdf P(θ) (symboles ◦ ; ajustements gaussiens correspondant
aux e´tats A et B repre´sente´s en lignes continues), (v) Puissance thermodynamique
injecte´e W˙ = −M˙θ, (vi) Puissance classique injecte´e W˙cl = −Mθ˙.
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distingue du spectre de fluctuation a` l’e´quilibre seulement par la pre´sence des harmo-
niques du moment applique´.
La fig. 4.8(iv) reporte la densite´ de probabilite´ P(θ) correspondant au de´placement
angulaire de la fig. 4.8(ii). Nous remarquons que P(θ) est gaussienne aux voisinages des
angles θA et θB correpondant aux e´tats d’e´quilibre A et B, indique´s sur la fig. 4.8(i).
Pour les valeurs interme´diaires de l’angle θ ∈ [θB + ε, θA − ε] (ε ≃ 5× 10−7 rad sur
la fig. 4.8(iv)), il est d’ailleurs possible de montrer (cf Annexe F) que l’on a approxi-
mativement
P(θ) dθ ∼ dθ
π
√
A2 − θ2 , (4.38)
ou` A est un parame`tre d’ajustement.
Enfin, les figs. 4.8(v) et 4.8(vi) reportent les puissances classiques W˙cl = −Mθ˙ et
thermodynamique W˙ = −M˙θ injecte´es dans le syste`me lors de la transformation.
Nous remarquons que ces dernie`res, bien que n’e´tant pas inde´pendantes [cf (4.33)],
sont comple´mentaires en ce sens que W˙ 6= 0 pour M˙ 6= 0 tandis que W˙cl 6= 0 pour
M 6= 0.
Ces figures mettent bien en e´vidence le fait que c’est le travail thermodynamique
qu’il convient de conside´rer pour calculer la variation d’e´nergie libre ∆F = FB − FA
entre les e´tats d’e´quilibre A et B, puisque ce dernier n’est sensible qu’aux variations
du moment applique´ M , et que c’est pre´cise´ment lorque ce dernier varie de manie`re
appre´ciable que les e´changes d’e´nergie sont les plus significatifs.
Afin de tester les re´sutats de Jarzynski (4.18) et Crooks (4.27), nous calculons les
travaux direct et renverse´W et −W pour chaque re´alisation A 7→ B et B 7→ A, respec-
tivement, comme l’indiquent les figs. 4.6 et 4.8(i). Nous pouvons ainsi de´terminer les
densite´s de probabilite´ des travaux direct et renverse´ P(W ) et P′(−W ), respectivement.
Et nous ope´rons de la meˆme manie`re pour le travail classique.
Enfin, nous calculons la variation d’e´nergie libre du corps pendant la transformation
d’apre`s la formule (4.35), comme nous l’avons indique´ au § 4.4.2.
Puisque c’est la variation d’e´nergie libre intrinse`que du syste`me ∆F0 pendant la
transformation qui est la grandeur pertinente (cf de´but de ce paragraphe et § 4.4.2),
nous ne nous inte´ressons qu’a` cette dernie`re [voir la relation (4.34) pour la de´finition
de ∆F0 et Φ].
La fig. 4.9 repre´sente les fonctions de distribution des travaux thermodynamique et
classique directes et renverse´es obtenues dans les cas a) et c) (voir aussi la table 4.4
plus bas).
Dans tous les cas nous obtenons des distributions gaussiennes, dont les ajustements
sont repre´sente´s par les lignes continues (symboles ◦ et  : donne´es expe´rimentales
correspondant aux transformations directes et renverse´es), et dont nous notons W0 et
Wcl,0 les points de croisement respectifs.
D’apre`s la relation de Crooks (4.27),W0 doit correspondre a` ∆F , tandis que du fait
du caracte`re gaussien des distributions du travail classique, Wcl,0 doit correspondre a`
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Fig. 4.9 – Transformations re´versibles. Cas a) : (i) P(W ) et P′(−W ), (ii) P(Wcl)
et P′(−Wcl) ; Cas c) : (iii) P(W ) et P′(−W ), (iv) P(Wcl) et P′(−Wcl) (les pdfs directes
et renverse´es sont repre´sente´es par les symboles ◦ et , respectivement, tandis que les
ajustements gaussiens sont repre´sente´s par les lignes continues).
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τ/τrelax Mmax −(∆F + Φ) ∆F ′ + Φ −(W0 + Φ) −Wcl,0 ∆V0 |∆F	|
8.5 a) 8.3 23.5 23.1 23.5 23.4 23.8 1.0
3.5 c) 4.3 6.1 5.9 6.5 6.1 6.1 0.4
2.8 d) 3.0 2.8 2.6 3.2 2.9 2.7 0.3
4.2 e) 0.8 0.21 0.20 0.22 0.21 0.22 0.04
Tab. 4.4 – Transformations re´versibles. Energies libres des cas a), c), d) et e)
exprime´es en unite´ de kBT (les valeurs de Mmax sont indique´es en pNm). ∆V0 =
M2max
2C
de´signe l’estimateur classique (4.35) [cf § 4.4.2 ; ici C = 5.25× 10−4 Nmrad−1].
∆F (cf § 4.4.2).
Dans le cas a), nous trouvons −(W0 + Φ) ≃ 23.5 kBT pour point de croisement
des distributions P(W ) et P′(−W ), tandis que le point de croisement des distributions
P(Wcl) et P
′(−Wcl) vaut −Wcl,0 ≃ 23.4 kBT .
Ces valeurs doivent eˆtre compare´es a` notre estimateur classique, qui vaut dans ce
cas ∆V0 ≃ 23.8 kBT . L’application de la formule de Jarzynski (4.18) a` l’ensemble des
re´alisations du travail thermodynamique correspondant aux transformations directes
et renverse´es fournit −(∆F +Φ) ≃ 23.5 kBT et ∆F ′ +Φ ≃ 23.1 kBT , respectivement.
Nous indiquons dans la table 4.4 les re´sultats obtenus dans les cas c), d) et e), ou`
figure en outre l’estimateur |∆F	|, correspondant a` la variation d’e´nergie libre calcule´e
d’apre`s la formule de Jarzynski (4.18) pour la transformation A 7→ A (nous n’indiquons
pas la valeur correspondant a` la transformation B 7→ B, qui est quantitavement la
meˆme). Comme nous nous y attendons, ce dernier est nul aux erreurs expe´rimentales
de mesures pre`s.
Das tous les cas, les distributions directes et renverse´es des travaux thermody-
namiques et classiques sont gaussiennes, et les diffe´rents estimateurs de la variation
d’e´nergie libre ∆F0 sont en excellent accord.
Voyons si nous sommes conduits aux meˆmes observations lorsque nous faisons subir
a` l’oscillateur des transformations faiblement irre´versibles.
Transformations faiblement irre´versibles
Afin de tester les relations de Jarzynski (4.18) et Crooks (4.27) dans le re´gime
faiblement irre´versible, nous envisageons des transformations telles que τ . τrelax, et
pour lesquelles le moment applique´ est toujours en forme de rampes et plateaux, comme
l’indique la fig. 4.8(i). Les valeurs de τ et de Mmax que nous avons conside´re´ sont
indique´es dans la table 4.5.
Noter qu’entre-temps il a e´te´ ne´cessaire de remplacer l’oscillateur, du fait de sa
de´te´rioration par l’huile (cf chap. 2) : pour les cas f) et g), ce dernier n’a donc plus la
meˆme constante de torsion C que nous avons indique´e plus haut.
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τ/τrelax Mmax −(∆F + Φ) ∆F ′ + Φ −(W0 + Φ) −Wcl,0 ∆V0 |∆F	|
0.85 b) 4.2 6.6 6.1 6.0 6.6 6.1 1.0
3.5 c) 6.3 6.1 5.9 6.5 6.1 6.1 0.4
2.8 d) 3.0 2.8 2.6 3.2 2.9 2.7 0.3
4.2 e) 0.8 0.21 0.20 0.22 0.21 0.22 0.04
0.11 f) 11.8 33 30.8 32.54 31.15 31.4 3.6
0.11 g) 22.1 117.6 110.5 114 110.1 111 15.1
Tab. 4.5 – Transformations faiblement irre´versibles. Energies libres des cas b)-
e), f) et g) exprime´es en unite´ de kBT (les valeurs de Mmax sont indique´es en pNm).
∆V0 =
M2max
2C
de´signe l’estimateur classique (4.35) [cf § 4.4.2 ; C = 5.25×10−4 Nmrad−1
pour les cas b)-e) tandis que C = 5.5× 10−4 Nmrad−1 pour les cas f) et g)].
Cette e´tude, dont les re´sultats sont indique´s dans la table 4.5, fournit essentiellement
les meˆmes re´sultats que pour les transformations re´versibles que nous avons envisage´es
pre´ce´demment : dans tous les cas, les distributions du travail sont gaussiennes, leurs
points de croisement correspondent a` notre estimateur classique ∆V0, lui-meˆme en ex-
cellent accord avec la variation d’e´nergie libre tire´e de la formule de Jarzynski (4.18).
Transformations irre´versibles
Venons-en maintenant au cas le plus inte´ressant : celui des transformations irre´ver-
sibles, pour lesquelles τ ≪ τrelax.
A nouveau, il a e´te´ ne´cessaire entre-temps de remplacer l’oscillateur, du fait de sa
de´te´rioration par l’huile (les valeurs de la constante de torsion de l’oscillateur sont in-
dique´es plus bas dans la table 4.6). Comme dans les deux cas pre´ce´dents, le moment
applique´ est en forme de rampes et plateaux, comme l’indique la fig. 4.8(i).
La fig. 4.10 reporte les fonctions de distribution des travaux thermodynamique et
classique directes et renverse´es obtenues dans le cas g) (voir aussi la table 4.6 plus bas),
correspondant a` τ/τrelax = 0.11 etMmax = 22.1 : encore un fois, il s’agit de gaussiennes.
Signalons qu’il s’agit de la transformation la plus irre´versible que nous ayons pu en-
visager avec notre dispositif expe´rimental (nous verrons plus loin au §4.5 les limitations
expe´rimentales des re´sultats de Jarzynski et Crooks).
Nous indiquons dans la table 4.6 les re´sultats obtenus. A nouveau, nous obtenons
des distributions du travail gaussiennes, dont les points de croisement correspondent a`
notre estimateur classique ∆V0, ce dernier e´tant en excellent accord avec la variation
d’e´nergie libre tire´e de la formule de Jarzynski (4.18).
Transformations “exotiques”
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Fig. 4.10 – Transformation irre´versible. Cas g) : (i) P(W ) et P′(−W ), (ii) P(Wcl)
et P′(−Wcl) (les pdfs directes et renverse´es sont repre´sente´es par les symboles ◦ et
 respectivement, tandis que les ajustements gaussiens sont repre´sente´s par les lignes
continues).
τ/τrelax Mmax −(∆F + Φ) ∆F ′ + Φ −(W0 + Φ) −Wcl,0 ∆V0 |∆F	|
0.85 b) 4.2 6.6 6.1 6.0 6.6 6.1 1.0
0.11 f) 11.8 33 30.8 32.54 31.15 31.4 3.6
0.11 g) 22.1 117.6 110.5 114 110.1 111 15.1
Tab. 4.6 – Transformations irre´versibles. Energies libres des cas b), f) et g) ex-
prime´es en unite´ de kBT (les valeurs de Mmax sont indique´es en pNm). ∆V0 =
M2max
2C
de´signe l’estimateur classique (4.35) [cf § 4.4.2 ; C = 5.25× 10−4 Nmrad−1 pour le cas
b) tandis que C = 5.5× 10−4 Nmrad−1 pour les cas f) et g)].
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τ/τrelax Mmax −(∆F + Φ) ∆F ′ + Φ −(W0 + Φ) −Wcl,0 ∆V0 |∆F	|
0.08 h) 5.8 10.3 10.0 10.1 10.1 10.3 0.4
0.08 i) 14.9 67.4 65.5 66.8 66.4 67.5 2.4
Tab. 4.7 – Transformations “exotiques”. Energies libres des cas h) et i) exprime´es
en unite´ de kBT (les valeurs de Mmax sont indique´es en pNm). ∆V0 =
M2max
2C
de´signe
l’estimateur classique (4.35) [cf § 4.4.2 ; ici, C = 1.6× 10−4 Nmrad−1].
Pour conclure cette e´tude expe´rimentale, nous examinons un type de transformation
moins conforme a` l’hypothe`se fondamentale de Jarzynski et Crooks, selon laquelle le
syste`me doit impe´rativement eˆtre dans des e´tats initial et final d’e´quilibre A et B.
Cette fois-ci, non seulement la transformation est irre´versible en ce sens que τ/≪
τrelax (voir plus bas pour la de´finition de τ), mais le temps de re´sidence dans les e´tats A
et B n’est pas suffisant pour que le syste`me y atteigne l’e´quilibre. Pour ce faire, nous
appliquons un moment de force tel que
M(t) =Mmax sin
2(ωt), (4.39)
et pour lequel τ ≡ π/2ω ≪ τrelax (voir la table 4.7 pour les valeurs de τ/τrelax etMmax).
Bien que les maxima et les minima du moment applique´ ne correspondent en aucune
fac¸on a` des e´tats d’e´quilibre de l’oscillateur, nous les de´finissons comme e´tant les e´tats
initial A et final B d’une re´alisation de la transformation A 7→ B, afin de tester31 les
relations de Jarzynski et Crooks.
Les figs. 4.11 et 4.12 repre´sentent le moment de force applique´M(t), le de´placement
angulaire induit θ(t), ainsi que les puissances thermodynamique P et classique Pcl
injecte´es dans le syste`me dans les cas h) et i), respectivement.
Nous indiquons dans la table 4.7 les re´sultats obtenus. Contre toute attente, nous
obtenons encore une fois des distributions du travail gaussiennes, dont les points de
croisement correspondent a` notre estimateur classique ∆V0, ce dernier e´tant en ex-
cellent accord avec la variation d’e´nergie libre tire´e de la formule de Jarzynski (4.18).
Re´sume´ des re´sultats obtenus
Nous rassemblons les diffe´rents re´sultats obtenus dans la table 4.8.
Notre e´tude expe´rimentale des relations de Jarzynski (4.18) et Crooks (4.27) permet
de trancher partiellement le de´bat re´cemment amorce´ par Cohen et ses collaborateurs
[CM04].
31Il s’agit d’un abus de langage, car nous ne testons pas ve´ritablement ici les re´sultats de Jarzynski
et Crooks, dans la mesure ou` la de´finition des e´tats A et B est affaire de convention, l’oscillateur
n’atteingnant jamais l’e´quilibre.
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Fig. 4.11 – Transformation“exotique”. Cas h) : moment de force applique´M(t) (i),
de´placement angulaire induit θ(t) (ii), puissances thermodynamique P (iii) et classique
Pcl (iv) injecte´es dans le syste`me.
τ/τrelax Mmax −(∆F + Φ) ∆F ′ + Φ −(W0 + Φ) −Wcl,0 ∆V0 |∆F	|
8.5 a) 8.3 23.5 23.1 23.5 23.4 23.8 1.0
0.85 b) 4.2 6.6 6.1 6.0 6.6 6.1 1.0
3.5 c) 4.3 6.1 5.9 6.5 6.1 6.1 0.4
2.8 d) 3.0 2.8 2.6 3.2 2.9 2.7 0.3
4.2 e) 0.8 0.21 0.20 0.22 0.21 0.22 0.04
0.11 f) 11.8 33 30.8 32.54 31.15 31.4 3.6
0.11 g) 22.1 117.6 110.5 114 110.1 111 15.1
0.08 h) 5.8 10.3 10.0 10.1 10.1 10.3 0.4
0.08 i) 14.9 67.4 65.5 66.8 66.4 67.5 2.4
Tab. 4.8 – Re´sume´ des re´sultats obtenus. Energies libres des cas a)-i) exprime´es
en unite´ de kBT (les valeurs de Mmax sont indique´es en pNm). ∆V0 =
M2max
2C
de´signe
l’estimateur classique (4.35) [cf § 4.4.2 ; C = 7.5 × 10−4 Nmrad−1 pour les cas a)-e),
5.5 × 10−4 Nmrad−1 pour les cas f) et g), et 1.6 × 10−4 Nmrad−1 pour les cas h) et
i)].
120 Fluctuations dans des syte`mes hors d’e´quilibre
Fig. 4.12 – Transformation “exotique”. Cas i) : moment de force applique´M(t) (i),
de´placement angulaire induit θ(t) (ii), puissances thermodynamique P (iii) et classique
Pcl (iv) injecte´es dans le syste`me.
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Partiellement, car quelle que soit la nature de la transformation envisage´e entre les
e´tats d’e´quilibre A et B, les distributions du travail classique et thermodynamique sont
gaussiennes, inde´pendamment de l’amplitude maximale Mmax du moment applique´ et
de son temps caracte´ristique de variation τ .
Nous e´tablissons certes la validite´ des re´sultats de Jarzynski et Crooks, mais on
pourrait penser que le test expe´rimental que nous avons re´alise´ est limite´ a` une classe
de syste`mes extreˆmement restreinte. Notamment, la premie`re question qui vient a` l’es-
prit est “que se passe-t-il pour des distributions du travail non gaussiennes”? Nous
n’apportons pas de re´ponse a` cette question, et le de´bat reste ouvert.
Dans notre cas, la seule alternative consiste manifestement a` forcer l’oscillateur de
fac¸on non line´aire. Or re´aliser une non line´arite´ a` ce niveau de sensibilite´ est une taˆche
extreˆmement complique´e, que je ne suis pas parvenu a` accomplir.
Quant a` l’alternative qui consisterait a` forcer l’oscillateur a` tre`s grande amplitude,
nous allons montrer dans le paragraphe suivant qu’elle conduit, pour peu que les distri-
butions du travail soient gaussiennes, a` l’impossibilite´ pure et simple de de´terminer le
point de croisement de ces dernie`res, autrement dit de tester les relations de Jarzynski
et Crooks.
Dans ce meˆme paragraphe nous de´montrons aussi, sur la base d’une dynamique de
Langevin, l’insensibilite´ du re´sultat de Jarzynski vis-a`-vis du temps caracte´ristique de
variation τ de la force applique´e pendant la transformation, si la distribution du travail
est gaussienne : si tel est le cas, l’e´galite´ de Jarzynski doit eˆtre ve´rifie´e quel que soit τ ,
comme nous l’avons observe´ expe´rimentalement (par ailleurs, c’est aussi ce que montre
la de´monstration de K. Gawe¸dzki reproduite dans l’Annexe E [Gaw05]).
4.5 Dynamique de Langevin dans le cas gaussien
Nos mesures mettent clairement en e´vidence deux proprie´te´s du syste`me e´tudie´32,
quelles que soient l’amplitude de la force applique´e λ0 et sa vitesse de variation λ˙ ∝ τ−1 :
(i) Les fluctuations du travail W sont gaussiennes (que la force applique´e soit de
faible ou de forte amplitude / vitesse de variation), i.e. P(W ) = 1√
2πσ
e−
(W−µ)2
2σ2 ou`
µ = E(W ) et σ2 = Var(W ).
(ii) Les fluctuations des petits de´placements X(t) de l’oscillateur autour de sa va-
leur moyenne d’e´quilibre X0 sont gaussiennes (avec ou sans force applique´e, que
cette dernie`re soit de faible ou de forte amplitude / vitesse de variation), i.e.
P(X) = 1√
2πσ
e−
(X−µ)2
2σ2 ou` µ = E(X) et σ2 = Var(X) ; autrement dit, le TFD
est syste´matiquement ve´rifie´ dans les e´tats (d’e´quilibre) A et B.
Nous pouvons pre´ciser ces points en revenant un instant sur les mesures pre´sente´es
au paragraphe pre´ce´dent. Afin d’e´viter toute ambigu¨ıte´, nous portons notre choix sur le
cas g), qui correspond a` la transformation la plus irre´versible que nous avons re´alise´e.
32Dans ce paragraphe, λ de´signe la force applique´e au centre d’inertie X de l’oscillateur.
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Ce que nous avons e´nonce´ plus haut revient a` dire que lorsque l’oscillateur est soumis
a` une transformation quelconque, a fortiori irre´versible, son de´placement angulaire θ(t)
peut s’e´crire de la manie`re suivante :
θM 6≡0 = 〈θM 6≡0〉+ θM≡0, (4.40)
ou` 〈θM 6≡0〉 est la re´ponse moyenne de l’oscillateur au moment M , et θM≡0 correspond
aux fluctuations a` l’e´quilibre de l’oscillateur, satisfaisant le TFD.
Si tel est le cas, la densite´ de probabilite´ du de´placement angulaire θM 6≡0 s’e´crit
comme le produit de convolution des distributions respectives de 〈θM 6≡0〉 et θM≡0
[JP03] :
P(θM 6≡0) = P(〈θM 6≡0〉) ∗ P(θM≡0). (4.41)
Montrons que c’est effectivement le cas pour nos expe´riences.
La fig. 4.13(i) reproduit la densite´ de probabilite´ P(θM≡0) de l’oscillateur corres-
pondant au cas g) du paragraphe pre´ce´dent, obtenue a` M(t) ≡ 0 : il s’agit d’une
gaussienne.
Nous indiquons sur la fig. 4.13(ii) la densite´ de probabilite´ P(〈θM 6≡0〉) de l’oscillateur
lorsque ce dernier est soumis aux cycles de transformations correspondant au cas g) du
paragraphe pre´ce´dent : cette dernie`re tend vers deux distributions de Dirac centre´es
sur les positions d’e´quilibre initiale et finale de l’oscillateur, correspondant aux e´tats
d’e´quilibre A et B.
La fig. 4.13(iii) repre´sente la densite´ de probabilite´ P(θM 6≡0) obtenue en effectuant
le produit de convolution des distributions P(θM≡0) et P(〈θM 6≡0〉), conforme´ment a` la
relation (4.41) (symboles ◦).
En comparant cette distribution avec la ve´ritable distribution (mesure´e) du de´pla-
cement angulaire33, nous sommes conduits a` observer que le de´placement angulaire θ(t)
peut effectivement s’e´crire de la manie`re indique´e par la relation (4.40) : dans le cas
ou` l’oscillateur subit des cycles de transformations, les fluctuations de son de´placement
angulaire sont des fluctuations a` l’e´quilibre, statistiquement inde´pendantes du fait que
l’oscillateur subisse ou non une transformation.
Nous allons montrer, sur la base de ces observations expe´rimentales, que l’e´galite´
de Jarzynski est toujours ve´rifie´e lorsque le travail W a une distribution gaussienne,
quelles que soient l’amplitude λ0 et la vitesse de variation λ˙ de la force applique´e λ.
Le point de de´part est l’e´quation (2.10) du § 2.3.1, de´crivant les petits de´placements
X(t) d’un oscillateur viscoe´lastique, e´ventuellement immerge´ dans un fluide, autour de
sa position d’e´quilibre moyenne X0. Nous nous proposons de calculer les deux premiers
cumulants, 〈W 〉 et σ2W , de l’e´galite´ de Jarzynski, ou` Wt = −
∫ t
X(t′) dλ(t
′)
dt′
dt′.
Afin de simplifier l’analyse, nous ne´gligeons la viscoe´lasticite´ de l’oscillateur (qui
complique singulie`rement les calculs), et nous conside´rons que ce dernier est immerge´
dans un fluide de coefficient de viscosite´ η. Dans ce cas, l’e´quation (2.10) est celle d’un
oscillateur harmonique amorti force´
mX¨(t) + ηX˙(t) + kX(t) = λ(t) + ζ(t), (4.42)
33Dont l’expression est analogue a` (4.38), cf Annexe F.
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Fig. 4.13 – Inde´pendance statistique des fluctuations de l’oscillateur. Cas g).
(i) : Densite´ de probabilite´ (mesure´e) P(θM≡0). (ii) : Densite´ de probabilite´ (mesure´e)
P(〈θM 6≡0〉). (iii) : Comparaison entre les distributions de probabilite´ mesure´e P(〈θM 6≡0〉)
(ligne continue) et calcule´e P(〈θM 6≡0〉) ∗ P(θM≡0) [d’apre`s (4.41), symboles ◦] .
124 Fluctuations dans des syte`mes hors d’e´quilibre
ou` ζ(t) de´signe la force fluctuante a` l’origine des fluctuations thermiques de l’oscillateur.
Inte´ressons-nous tout d’abord au comportement moyen de la solution de cette e´qua-
tion, que nous noterons X(t). Puisque le bruit ζ(t) se moyenne manifestement a` ze´ro
aux temps longs, il suffit d’e´tudier la solution de (4.42) calcule´e en absence de bruit
[poser ζ(t) = 0 dans (4.42)].
Il est bien connu [Pe´r61, Roc71, Gol80, LL82] que la solution homoge`ne X0(t) de
l’e´quation obtenue [calcule´e pour λ(t) = 0] exhibe trois comportements distincts selon
que γ ≶ ω0, ou` ω0 =
√
k/m est la fre´quence de re´sonance a` vide de l’oscillateur et
γ = τ−1relax = η/2m l’inverse du temps de relaxation de l’oscillateur :
X0(t) =

C1 cos (at) e
−γt + C2 sin (at) e−γt si γ < ω0,
C1 e
−(γ−a)t + C2 e−(γ+a)t si γ > ω0,
C1 e
−γt + C2 t e−γt si γ = ω0,
(4.43)
ou` a2 = ±(ω20 − γ2) selon que γ ≶ ω0 [les constantes C1,2 sont de´termine´es par les
conditions initiales X(0) = X0 et X˙(0) = X
′
0 de la solution moyenne comple`te de
(4.42)].
Le cas γ < ω0 est le re´gime de faible friction (ou re´gime sinuso¨ıdal amorti), le cas
γ > ω0 le re´gime ape´riodique et le cas γ = ω0 le re´gime ape´riodique critique.
Dans le cas ou` une force quelconque λ(t) est applique´e a` l’oscillateur [toujours a`
ζ(t) = 0], on peut montrer que la solution moyenne comple`te de (4.42), correspondant
aux conditions initiales X(0) = X0 et X˙(0) = X
′
0, est donne´e par
X(t) =
[
X0 cos (at) +
1
a
(
γX0 +X
′
0
)
sin (at)
]
e−γt +
+
1
ma
∫ t
0
λ(t′) sin
[
a(t− t′)]e−γ(t−t′) dt′, (4.44)
dans le cas de faible friction (a =
√
ω20 − γ2), par
X(t) =
1
a
[(
γX0 +X
′
0
)
sinh (at) + aX0 cosh (at)
]
e−γt +
+
1
ma
∫ t
0
λ(t′) sinh
[
a(t− t′)]e−γ(t−t′) dt′, (4.45)
dans le cas de forte friction (a =
√
γ2 − ω20), et par
X(t) =
[
X0 +
(
γX0 +X
′
0
)
t
]
e−γt +
1
m
∫ t
0
λ(t′) (t− t′) e−γ(t−t′) dt′, (4.46)
dans le cas critique.
Une grande partie des expe´riences que nous avons re´alise´es s’est faite avec une force
applique´e pe´riodique, dont le motif34 λ(t) est compose´ d’une rampe line´aire en t et d’un
34Nous notons ici et dans ce qui suit λ(t) le motif de la force applique´e, et non la force applique´e
elle-meˆme.
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Fig. 4.14 – Motif λ(t) de la force applique´e. Le motif de la force applique´e se
caracte´rise par son amplitude maximale λ0 et son temps de monte´e τ [sa vitesse de
variation λ˙(t) ∝ τ−1]. On s’assure que les e´tats A et B sont des e´tats d’e´quilibre en
ajustant la dure´e des plateaux infe´rieur et supe´rieur de λ(t) de fac¸on a` ce que le syste`me
atteigne l’e´quilibre en leur milieu. Le chemin reliant les e´tats A et B peut ne´anmoins
eˆtre de nature irre´versible si τ ≪ τrelax, ou` τrelax est le temps de relaxation du syste`me.
plateau (cf fig. 4.14) :
λ(t) =
{
λ0 t/τ si t ∈ (0, τ),
λ0 si t > τ,
(4.47)
que l’on peut simplement caracte´riser par son amplitude maximale λ0 et son temps de
monte´e τ (et sa vitesse de variation λ˙(t) ∝ τ−1). Comme l’indique la fig. 4.14, cette
force applique´e au syste`me fait transiter ce dernier d’un e´tat d’e´quilibre A [ou` λ(t) = 0]
vers un e´tat d’e´quilibre B [ou` λ(t) = λ0 6= 0].
Il est clair que l’ensemble des configurations e´tudie´es expe´rimentalement correspond
au re´gime de faible friction (γ < ω0). Nous e´tudions d’abord le re´gime de forte friction,
plus simple, puis le re´gime de faible friction, et montrons que les deux cas conduisent a`
une variation d’e´nergie libre ∆F du syste`me entre les e´tats d’e´quilibre A et B identique
et inde´pendante du temps de monte´e.
Re´gime de forte friction
Afin de calculer la variation d’e´nergie libre ∆F du syste`me entre les e´tats d’e´quilibre
A et B d’apre`s la formule de Jarzynski sous les hypothe`ses (i) et (ii), nous conside´rons
dans un premier temps le re´gime de forte friction, et nous ne´gligeons simplement la
masse m de l’oscillateur dans (4.42). Ainsi, l’e´quation des petits de´placements X(t)
s’e´crit
X˙(t) +
1
τ0
X(t) =
1
kτ0
[
λ(t) + ζ(t)
]
, (4.48)
ou` τ0 = η/k (noter que τ0 6= τrelax).
En supposant, conforme´ment a` ce qui a e´te´ observe´ plus haut, que les proprie´te´s
statistiques des fluctuations thermiques de X [qui sont dues, dans notre mode`le, a` la
force fluctuante ζ(t)] ne sont pas affecte´es par la force exte´rieure λ(t), le de´placement
X(t) peut se de´composer comme la somme d’un de´placement moyen X(t), donne´ par
la solution de (4.48) calcule´e a` ζ(t) = 0, et d’un de´placement fluctuant δX(t) :
X(t) = X(t) + δX(t), (4.49)
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Il en va e´videmment de meˆme pour le travail W fourni au syste`me durant la trans-
formation de l’e´tat d’e´quilibre A (ou` λ = 0) vers l’e´tat d’e´quilibre B (ou` λ = λ0 6= 0),
qui se de´compose de la fac¸on suivante :
Wt = −
∫ t
0
X(t′)
dλ(t′)
dt′
dt′ = −λ0
τ
∫ t
0
(
X(t′) + δX(t′)
)
dt′ ≡ W t + δWt. (4.50)
Le travailW est donc line´aire dans la fluctuation δX ; cette dernie`re quantite´ ayant
une distribution gaussienne (voir plus haut), le travail W fourni au syste`me durant la
transformation a par conse´quent une distribution gaussienne35.
Le de´placement moyen X(t), solution de (4.48) calcule´e a` ζ(t) = 0 et correspondant
a` la condition initiale X(0) = 0, a pour expression
X(t) =
λ0
kτ
(
τ0 e
−t/τ0 + t− τ0
)
pour t ∈ (0, τ), (4.51)
de sorte que le premier terme 〈Wt〉 de la variation d’e´nergie libre du syste`me ∆F vaut
〈Wt〉 = W t = −λ0
τ
∫ t
0
X(t′) dt′ = − λ
2
0
kτ 2
[
−τ 20 e−t/τ0 +
1
2
(t− τ0)2 + 1
2
τ 20
]
. (4.52)
Passons au calcul de la variance du travail σ2Wt = 〈δWt2〉. Dans le cas ou` la force
fluctuante ζ(t) est un bruit blanc de variance 2ηkBT , c’est-a`-dire si 〈ζ(t) ζ(t′)〉 =
2ηkBT δ(t − t′), le spectre des fluctuations a` l’e´quilibre de δX se calcule d’apre`s le
TFD, et a` la limite ou` λ(t) = 0 nous avons36
〈|δ̂X|2〉 = 4kBT τ0
k(1 + τ 20 ω
2)
. (4.53)
Il est bien connu [BLF53, Max87, Pap84] que la densite´ spectrale des fluctuations
〈|δ̂X|2〉 est la transforme´e de Fourier de la fonction d’autocorre´lation de δX, ΓδX(t, t′) =
E[δX(t) δX(t′)], qui n’est fonction que de l’intervalle de temps t − t′ si le syste`me
est stationnaire. Cette dernie`re condition e´tant manifestement satisfaite (puisque le
syste`me est a` l’e´quilibre), la fonction d’autocorre´lation de δX correspondant a` (4.53)
a pour expression
ΓδX(t) =
kBT
k
e−|t|/τ0 . (4.54)
En outre, la variance du travail est donne´e par σ2Wt = 〈δWt2〉 = λ
2
0
τ2
〈Y 2t 〉, ou`
Yt =
∫ t
0
δX(t′) dt′. (4.55)
Le calcul de variance σ2Wt se re´duit donc au calcul de 〈Y 2t 〉 ; cette dernie`re quantite´
est donne´e par37
〈Y 2〉 =
∫ t
0
dt1
∫ t
0
dt2 ΓδX(t1 − t2) = 2kBT τ0
k
(
τ0 e
−t/τ0 + t− τ0
)
. (4.56)
35L’inte´grale d’une variable ale´atoire de distribution gaussienne est elle-meˆme une variable ale´atoire
de distribution gaussienne [JP03, BLF53, Pap91].
36Le re´sultat (4.53) vaut pour les fre´quence positives ω > 0.
37Si X est une variable ale´atoire et Y =
∫
X(t) dt, alors |Y |2 = ∫ X(t1)X∗(t2) dt1dt2 et
E(|Y |2) = ∫ E[X(t1)X∗(t2)] dt1dt2 = ∫ ΓX(t1, t2) dt1dt2, ou` ΓX(t1, t2) = ΓX(t1− t2) si X est station-
naire [Pap91].
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Nous avons donc
σ2Wt = 〈δWt2〉 =
λ20
τ 2
〈Y 2t 〉 =
2kBT τ0
k
λ20
τ 2
(
τ0 e
−t/τ0 + t− τ0
)
, (4.57)
de sorte que, lors de la transformation de l’e´tat A vers l’e´tat B, l’e´nergie libre du
syste`me varie de
∆F = 〈W 〉 − σ
2
W
2kBT
= −λ
2
0
2k
. (4.58)
On remarquera que la variation d’e´nergie libre ∆F obtenue est inde´pendante de la
vitesse de variation λ˙(t) ∝ τ−1 de la force applique´e pour faire transiter le syste`me de
l’e´tat d’e´quilibre A vers l’e´tat d’e´quilibre B. Le fait que le chemin reliant les e´tats A
et B soit irre´versible (τ ≪ τrelax) ou non (τ ≫ τrelax) est donc sans incidence sur ∆F .
En outre, l’expression de la variation d’e´nergie libre obtenue correspond pre´cise´ment
a` l’estimateur (4.35). Avant de commenter plus en de´tail ce re´sultat, montrons qu’on
peut le retrouver dans le cas du re´gime de faible friction.
Re´gime de faible friction
Nous examinons maintenant le cas de l’oscillateur harmonique amorti force´ corres-
pondant a` l’e´quation (4.42), dans le re´gime de faible friction. Le calcul de la variation
d’e´nergie libre ∆F entre les e´tats d’e´quilibre A et B s’effectue comme pre´ce´demment.
En posant
γ =
η
2m
= τ−1relax, α
2 + γ2 =
k
m
= ω20, (4.59)
cosϕ =
γ√
α2 + γ2
, sinϕ =
α√
α2 + γ2
, (4.60)
la solution moyenne de (4.42), calcule´e en l’absence de la force fluctuante ε(t), cor-
respondant a` la force (4.47) et aux conditions initiales X(0) = X˙(0) = 0, a pour
expression
X(t) =
λ0
kατ
[
sin (αt+ 2ϕ) e−γt + αt− sin 2ϕ
]
pour t ∈ (0, τ), (4.61)
de sorte que le premier terme 〈W 〉 de la variation d’e´nergie libre ∆F s’e´crit
〈Wt〉 = λ
2
0 sinϕ
kα2τ 2
[
sin (αt+ 3ϕ) e−γt − α
2t2
2 sinϕ
+ 2αt cosϕ− sin 3ϕ
]
. (4.62)
La fonction d’autocorre´lation des fluctuations δX(t), induites par la force fluctuante
ζ(t), vaut dans ce cas
ΓδX(t) =
kBT
k sinϕ
sin (α|t|+ ϕ) e−γ|t|, (4.63)
de sorte que la variance σ2Wt a pour expression
σ2Wt =
λ20
τ 2
〈Y 2t 〉 =
2kBT λ
2
0 sinϕ
kα2τ 2
[
sin (αt+ 3ϕ) e−γt + 2αt cosϕ− sin 3ϕ
]
. (4.64)
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Par conse´quent, la variation d’e´nergie libre ∆F entre les e´tats d’e´quilibre A et B
vaut
∆F = 〈W 〉 − σ
2
W
2kBT
= −λ
2
0
2k
. (4.65)
On remarquera que le re´sultat obtenu est identique a` celui obtenu dans le re´gime de
forte friction, ou` nous avons ne´glige´ la massem de l’oscillateur dans (4.42). La variation
d’e´nergie libre ∆F entre les e´tats d’e´quilibre A et B est a` nouveau inde´pendante de la
vitesse de variation λ˙(t) ∝ τ−1 de la force applique´e pour faire transiter le syste`me de
l’e´tat A vers l’e´tat B, et donc insensible au fait que le chemin reliant les e´tats A et B
soit irre´versible (τ ≪ τrelax) ou non (τ ≫ τrelax). En outre, l’expression de la variation
d’e´nergie libre obtenue correspond pre´cise´ment a` l’estimateur (4.35).
Le re´sultat obtenu, tant dans le re´gime de forte friction (4.58) que dans le re´gime
de faible friction (4.65), appelle plusieurs remarques.
Tout d’abord, il est clair qu’un tel re´sultat ne vaut qu’a` la condition que le syste`me
conside´re´ ne soit essentiellement sensible qu’au bruit thermique ζ(t) [outre la force
exte´rieure λ(t), bien entendu].
Si la transformation ope´re´e entre les e´tats d’e´quilibre A et B consiste, par exemple,
en la dilatation (ou la compression) adiabatique d’un gaz contenu dans un cylindre
a` piston mobile, il semble e´vident que le syste`me sera davantage sensible au bruit
“me´canique”ε(t) induit par cette transformation“rapide”qu’au bruit thermique ζ(t)≪
ε(t), et que la variation d’e´nergie libre ∆F entre les e´tats A et B ne sera par conse´quent
aucunement donne´e par (4.58) ou (4.65).
Comme pour la the´orie thermodynamique des perturbation pre´sente´e au § 4.1, on
peut formuler la condition de validite´ de l’e´galite´ de Jarzynski en imposant que l’e´ner-
gie de perturbation rapporte´e a` une particule soit petite par rapport a` kBT , voire de
l’ordre de kBT . Cette condition peut s’appliquer a` des syte`mes microscopiques, voire
me´soscopiques, mais en aucun cas a` des syste`mes macroscopiques tels une machine
thermique (un moteur de voiture, par exemple).
D’autre part, si l’on conside`re les expressions de 〈W 〉 et σ2W donne´es plus haut a`
taux de variation de la force applique´e constant (i.e. a` τ = const), nous voyons que
〈W 〉 ∝ λ20, ce qui implique notamment que 2∆F = 〈W 〉 − 〈W 〉′ ∝ λ20, tandis que
σW ∝ λ0.
Cela signifie que la distance se´parant les maxima des distributions P(W ) et P′(−W )
varie proportionnellement a` λ20, tandis que la largeur relative |σW/〈W 〉| de la distribu-
tion P(W ) varie en raison de 1/λ0. Par conse´quent, la probabilite´ que les distributions
P(W ) et P′(−W ) admettent un point commun varie aussi en raison de 1/λ0 ; en re`gle
ge´ne´rale, ces dernie`res auront peu de chance de se croiser dans le cas ou` une force de
forte amplitude est applique´e au syste`me.
Cette tendance est clairement visible sur la fig. 4.10(i), ou` nous avons choisi une
amplitude de forc¸age maximale telle que les distributions P(W ) et P′(−W ) admettent
un point de croisement ; au-dela` de cette amplitude, les distributions P(W ) et P′(−W )
ne se croisent plus, et toute de´termination de ∆F sur la base de ces dernie`res est
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impossible (a` moins, dans certains cas, de disposer d’une statistique du travail W
extreˆmement bien re´solue pour les e´veˆnements rares).
Les distributions du travail classique P(Wcl) et P
′(−Wcl), si elles sont toutefois
gaussiennes, sont moins sensibles a` cet effet, et leur point de croisement W cl donne
la bonne valeur de ∆F lorsque les distributions P(W ) et P′(−W ) n’admettent pas de
point commun.
4.6 Relations de Jarzynski et Crooks et calibration
de la force applique´e
Nous allons montrer que la relation de Crooks (4.27) permet de calibrer la force
applique´e au syste`me d’une fac¸on diffe´rente de celle que nous avons indique´e au § 2.3.6.
A cette fin, convenons d’appeler f le parame`tre de controˆle de la force applique´e Fext,
qu’il s’agisse d’un courant I, d’une tension V ou de leurs carre´s respectifs, de sorte que
Fext = af ou` a de´signe le coefficient de calibration de la force applique´e Fext (c’est un
nombre qui a les dimensions du rapport [Fext]/[f ]).
Nous avons montre´ au § 2.3.6 que la re´ponse de l’oscillateur au parame`tre de controˆle
f de la force applique´e Fext a pour expression
χˆ′ =
qˆ
fˆ
=
a
−mω2 + k′ − i(k′′ + ηω) = aχˆ, (4.66)
ou` χˆ = qˆ/Fˆext de´signe la re´ponse “absolue” du syste`me, et nous avons indique´ comment
de´terminer le coefficient de calibration a a` partir de la raideur k′.
En outre, nous avons mentionne´ que la de´termination de k′ ne´cessitait la connais-
sance de la fre´quence de re´sonance a` vide ω0 ainsi que de la masse m de l’oscillateur,
et que la de´termination du coefficient de calibration a ne´cessitait de mesurer tre`s pre´-
cise´ment le comportement basse fre´quence de Re χˆ′−1, que l’on e´value en ω = 0 afin de
de´terminer k
′
a
.
Outre les petites erreurs que l’on peut commettre dans l’e´valuation de la masse
m du syste`me, et donc dans l’e´valuation de la raideur k′, il peut aussi arriver que la
mesure de Re χˆ′−1ω=0 soit entache´e d’erreur, auquel cas la de´termination du coefficient de
calibration a risque d’eˆtre relativement peu pre´cise.
La relation de Crooks (4.27) permet de s’affranchir d’un tel proce´de´ pour de´terminer
le coefficient de calibration a. A cet effet, supposons que nous connaissons avec suffi-
samment de pre´cision la raideur k′ de l’oscillateur (autrement dit, nous connaissons la
masse m de l’oscillateur ainsi que sa fre´quence de re´sonance a` vide ω0), et conside´rons
a comme une inconnue.
Puisque le travail thermodynamique non calibre´ W˜ fourni au corps pendant la
transformation s’exprime en fonction du travail calibre´ W d’apre`s
W˜ = −
∫
q(t) f˙(t) dt =
W
a
, (4.67)
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et puisque W = aW˜ satisfait a` la relation de Crooks
P(aW˜ ) = P′(−aW˜ ) eβ(afW−∆F ), (4.68)
le point de croisement aW˜0 des distributions directe et renverse´e P(aW˜ ) et P
′(−aW˜ ),
s’il existe, co¨ıncide avec la variation d’e´nergie libre ∆F du corps pendant la transfor-
mation.
Or nous avons montre´ au § 4.4.1 [cf relation (4.32)] qu’un autre estimateur de ∆F
est donne´ par ∆F = −1
2
k′ 〈qmax〉2 = −F
2
max
2k′
= − (afmax)2
2k′
, ou` Fmax et fmax de´signent
respectivement les amplitudes maximales de la force applique´e (calibre´e) Fext et de son
parame`tre de controˆle f .
En identifiant cette expression de ∆F avec le point de croisement aW˜0 des distri-
butions directe et renverse´e P(aW˜ ) et P′(−aW˜ ), nous sommes conduits au re´sultat
suivant :
a
k′
= −〈qmax〉
2
2W˜0
= −2W˜0
f 2max
. (4.69)
Cette relation indique clairement qu’il suffit de mesurer le point de croisement W˜0
des distributions directe et renverse´e du travail non calibre´ P(W˜ ) et P′(−W˜ ) pour
de´terminer le coefficient de calibration a de la force applique´e. Par ailleurs, puisque
a
k′
= 〈qmax〉
fmax
(calibration statique), nous trouvons
W˜0 = −1
2
fmax 〈qmax〉, (4.70)
que nous pouvons comparer a` sa valeur mesure´e.
Quant a` la constante de raideur k′, on peut la de´terminer tre`s simplement d’apre`s
le the´ore`me d’e´quipartition de l’e´nergie〈
(δq)2
〉
=
kBT
k′
, (4.71)
ou` δq de´signe les fluctuations a` l’e´quilibre du degre´ de liberte´ q. D’une fac¸on plus
ge´ne´rale, on peut de´terminer k′ en mesurant la fonction de corre´lation Γδq(t, t′) =
〈δq(t) δq(t′)〉 = 〈δq(0) δq(t− t′)〉 = Γδq(t − t′) des fluctuations δq a` l’e´quilibre du de-
gre´ de liberte´ q ; par exemple, si la dynamique du syste`me e´tudie´ correspond a` une
dynamique de Langevin du premier ou du deuxie`me ordre, on a respectivement
Γδq(t) =
{
kBT
k′
e−|t|/τ0 (Langevin 1er ordre)
kBT
k′ sinϕ
sin (α|t|+ ϕ) e−γ|t| (Langevin 2e`me ordre) (4.72)
ou` les constantes τ1, ϕ, α et γ ont e´te´ de´finies au § 4.5.
S’il est relativement facile de de´terminer le coefficient de calibration a dans le cadre
de nos expe´riences avec une erreur infe´rieure ou e´gale a` 5%, comme nous l’avons indique´
au § 2.3.6, ce proce´de´ peut s’ave´rer utile dans un contexte diffe´rent, mode´lise´ par le
meˆme jeu d’e´quations, ou` il est difficile de mesurer Re χˆ′−1ω=0 avec pre´cision.
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Fig. 4.15 – Discussion au tableau avec Nicolas Garnier, Lamberto Rondoni
et Stefano Ruffo. Lamberto et Stefano tentent de de´montrer le re´sultat de Jarzynski.
A cours d’inspiration, ils nous parlent des paradoxes de la me´canique statistique et du
gaz de Lorentz.
Chapitre 5
The´ore`mes de fluctuation de
Gallavotti-Cohen et de Cohen-van
Zon
Ce dernier chapitre est scinde´ en trois parties. La premie`re (§ 5.1) est consacre´e a`
une rapide exposition des the´ore`mes de fluctuation de Gallavotti-Cohen et de Cohen-
van Zon. Il est bien e´videmment hors de question de de´tailler ces re´sultats, qui sont
d’une haute technicite´ mathe´matique (et dont certains sont encore a` l’e´tat de conjec-
ture), mais d’en souligner les hypothe`ses et la signification physique afin de les tester
expe´rimentalement.
Dans une deuxie`me partie (§ 5.2), nous testons expe´rimentalement les versions tran-
sitoire et stationnaire de ces the´ore`mes de fluctuation en exploitent les mesures que
nous avons expose´es au chapitre 4. L’originalite´ de nos mesures tient au fait que la
dynamique de notre oscillateur amorti correspond a` une dynamique de Langevin du
deuxie`me ordre, pour laquelle il n’existe pas de bases the´oriques suˆres des relations de
Gallavotti-Cohen et de Cohen-van Zon.
Enfin, dans une troisie`me partie (§ 5.3) nous mode´lisons la dynamique de notre
syste`me expe´rimental par une dynamique de Langevin du premier et du deuxie`me
ordre, en nous appuyant sur les observations expe´rimentales du § 5.2, afin d’analyser
les re´sultats expe´rimentaux obtenus eu § 5.2.
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5.1 Introduction
Les syste`mes les plus simples et les mieux compris en me´canique statistique sont
des syste`mes a` l’e´quilibre, isole´s (dont l’e´nergie est fixe´e) ou en contact thermique avec
un thermostat (dont la tempe´rature est fixe´e). Les proprie´te´s de tels syste`mes sont
de´crites par la the´orie de Boltzmann-Gibbs, qui donne la probabilite´ d’observer chaque
configuration microscopique du syste`me a` l’e´quilibre.
Lorsqu’en revanche un syste`me est loin de l’e´quilibre, dans un re´gime transitoire,
dans un re´gime stationnaire maintenu hors d’e´quilibre, ou lorsque sa dynamique n’est
pas de´finie par une fonction e´nergie, on ne connaˆıt pas la probabilite´ de chaque confi-
guration microscopique. De tels syste`mes se rencontrent tant dans l’e´tude de mode`les
abstraits de la me´canique statistique que dans celle inspire´e de situations physiques ou
biologiques.
5.1.1 Ge´ne´ralite´s
Depuis la fin des anne´es 60, une partie de la communaute´ des physiciens mathe´ma-
ticiens e´tudiant les syste`mes dynamiques (essentiellement Anosov, Sinai, Ruelle, Bowen
et leurs collaborateurs) s’est pose´e la question suivante :
(i) Un syste`me dynamique dissipatif porte´ dans un e´tat hors d’e´quilibre stationnaire
admet-il une fonction de distribution sur l’espace des phases, comme c’est le cas
des syte`mes conservatifs a` l’e´quilibre (tels ceux de´crits par l’ensemble microca-
nonique) ?
(ii) Si une telle fonction de distribution existe, les valeurs moyennes temporelles d’ob-
servables caracte´risant le comportement macroscopique du syste`me s’identifient-
elles avec les valeurs moyennes d’ensemble calcule´es a` partir de la fonction de
distribution1 ?
Les motivations d’une telle e´tude ne sont e´videmment pas que d’ordre the´orique : en
effet, beaucoup de syste`mes macroscopiques dissipatifs e´voluant hors d’e´quilibre sont
encore mal compris.
La turbulence, les milieux granulaires, les solides de´sordonne´s (tels les verres de
spin) ainsi que les mate´riaux amorphes2 relevant de la matie`re molle (tels les plas-
tiques comme le PMMA ou le PVC, les gels comme la laponite) illustrent parfaitement
ce point.
L’analyse de ce proble`me, difficile3, a e´te´ re´alise´e par Sinai, Ruelle et Bowen dans les
anne´es 70. Dans le cas de syste`mes dynamiques dissipatifs ayant un grand nombre de
1A ce sujet, les re´fe´rences [EE02, Khi49, LP73, Leb93, Leb95, Leb99, Gol01, Bri96, KIUH65, BL67,
BLCT59, KTH98a, KTH98b, EM90, Gal99b, Dor99, ER85, Rue91] sont particulie`rement utiles.
2A ce sujet, voir les travaux re´cents de Cugliandolo, Kurchan, Ritort, Crisanti et leurs collaborateurs
[Kur98, Kur01, ZCK05, Rit03b, RCR03, Rit03a, RC03, CR04, Rit04a, Rit03c, Rit04b, CVJ03].
3Si l’ensemble microcanonique de la me´canique statistique d’e´quilibre se construit aise´ment a` partir
des lois de conservation (e´nergie, impulsion et moment cine´tique) du syste`me conside´re´, en postulant
l’ergodicite´ de ce dernier, l’analyse d’un syste`me dissipatif hors d’e´quilibre est nettement plus difficile.
En effet, puisque le syste`me est dissipatif (i.e. a moins de quantite´s conserve´es), son e´volution tempo-
relle (qui peut eˆtre re´gie par une e´quation diffe´rentielle contenant des forces de frottements visqueux)
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degre´s de liberte´, ces derniers montre`rent qu’il existe bien une telle fonction de distri-
bution (baptise´e distribution SRB), en supposant que les syste`mes conside´re´s satisfont
a` l’hypothe`se chaotique4 [Ano67], cette dernie`re assurant grosso modo que le syste`me
se comporte de la fac¸on la plus chaotique qui soit [Sin61, Sin62, Bow70, BR75, Rue76,
Sin77, Bow78, ER85, Rue89].
Ce n’est qu’en 1995, a` la suite des observations nume´riques d’Evans, Cohen, Morris
et Searles [ECM90, ECM93, ES94], que Gallavotti et Cohen [GC95a, GC95b, GC98,
ES02] e´tablirent un the´ore`me de fluctuation, caracte´risant le taux de contraction de
l’espace des phases d’un syste`me macroscopique dissipatif porte´ dans un e´tat hors
d’e´quilibre stationnaire (cf § 5.1.2), se preˆtant a` des tests expe´rimentaux.
Ce the´ore`me, ainsi que les versions raffine´es qui suivirent, ont donne´ lieu a` toute une
se´rie de tests nume´riques et expe´rimentaux, dans le but d’e´valuer la production d’en-
tropie des syste`mes conside´re´s, et de tester les re´sultats the´oriques obtenus (cf § 5.1.2).
Les difficulte´s qui persistent actuellement portent essentiellement sur les points
suivants :
(i) Dans quelle mesure (pour quelle classe de mode`les) est-il possible d’identifier le
taux de contraction de l’espace des phases du syste`me conside´re´ avec son taux de
production d’entropie ?
(ii) Pour peu qu’une telle identification soit possible, peut-on s’assurer expe´rimentale-
ment de la validite´ de la relation de fluctuation de Gallavotti-Cohen : dispose-t-on
en laboratoire de syste`mes physiques suffisamment bien controˆle´s pour pouvoir
tester ce re´sultat ?
Dans le paragraphe suivant, nous rappelons les pre´dictions principales des the´ore`mes
de fluctuation de Gallavotti-Cohen et de Cohen-van Zon, que nous nous proposons de
tester expe´rimentalement. Nous insistons plus particulie`rement sur les hypothe`ses qui
sous-tendent ces re´sultats, car ces dernie`res sont relativement restrictives (du moins
dans le cadre des travaux de Gallavotti et Cohen) et ne sont pas ne´cessairement satis-
faites par tous les syste`mes physiques.
est telle que l’extension en phase du syste`me n’est pas conserve´e. Plus pre´cise´ment, on s’attend a` ce
que cette dernie`re se contracte, de sorte que la fonction de distribution du syste`me se concentre sur
un domaine de l’espace des phases de mesure nulle (l’attracteur du syste`me dynamique).
4Stricto sensu, l’hypothe`se chaotique s’applique aux syste`mes d’Anosov. L’ide´e a` retenir est qu’en
chaque point xt de l’espace des phases du syste`me, on peut construire des varie´te´s stables et instables
e´voluant continuˆment avec xt. Dans ce cas, on dit qu’on a affaire a` un syste`me d’Anosov. Si ces
proprie´te´s ne valent que sur des sous-espaces (des projections) de l’espace des phases complet du
syste`me, on dit qu’on a affaire a` un syste`me hyperbolique [Ano67, Dor99, Gal99b] (voir aussi les
articles “pe´dagogiques” de Cohen [Coh95, Coh97] et Ruelle [Rue04]).
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5.1.2 The´ore`mes de fluctuation de Gallavotti-Cohen et de Cohen-
van Zon
The´ore`me de fluctuation stationnaire
En 1995, Gallavotti et Cohen [GC95a, GC95b, GC98] e´tablirent un the´ore`me de
fluctuation caracte´risant le taux de contraction de l’espace des phases d’un syste`me
dissipatif macroscopique porte´ dans un e´tat stationnaire hors d’e´quilibre, c’est-a`-dire
une fois que le re´gime transitoire du syste`me s’est amorti, du fait des processus de
frottements visqueux par exemple.
Le syste`me physique que conside`rent Gallavotti et Cohen dans leur article 5.1 est un
fluide visqueux, soumis a` un cisaillement qui le maintient dans un e´tat hors d’e´quilibre
stationnaire. Moyennant certains arguments, dont un principe duˆ a` Ruelle [Rue80] (que
nous ne de´taillons pas), ces derniers assimilent ce syste`me a` un syste`me dynamique dis-
sipatif a` grand nombre de degre´s de liberte´, dont la dynamique est re´versible.
Ceci e´tant, Gallavotti et Cohen conside`rent le taux de contraction de l’espace des
phases σ(x) du syste`me5, moyenne´ sur une trajectoire xt de dure´e τ
p(x) =
1
τ
∫ τ
2
− τ
2
σ(xt) dt. (5.1)
Avec leur mode`le, Gallavotti et Cohen identifient explicitement le taux de contrac-
tion de l’espace des phases du syste`me avec son taux de production d’entropie6, et
de´montrent le the´ore`me de fluctuation stationnaire (abre´ge´ TFS) suivant :
πτ (p)
πτ (−p) ∼ e
τ [βp+O(1/τ)] pour τ →∞, (5.2)
ou` πτ (p) et πτ (−p) de´signent respectivement les probabilite´s d’observer un taux de
production d’entropie p et −p, pour une trajectoire xt de dure´e τ (noter que [p] =
[σ] = [puissance] ; β−1 = kBT ). Ce re´sultat peut aussi s’e´crire
G(p)−G(−p) ∼ βp+O(1/τ) pour τ →∞, (5.3)
ou` G(p) de´signe la fonction des larges de´viations de p, de´finie par
G(p) = lim
τ→∞
1
τ
ln πτ (p) ⇐⇒ πτ (p) ∼ eτG(p) pour τ →∞. (5.4)
5Taux de contraction de l’espace des phases d’un syste`me. Conside´rons un syste`me isole´ de´crit par
un hamiltonien H(q, p). Les e´quations de Hamilton q˙ = ∂pH et p˙ = −∂qH donnent l’e´volution d’une
configuration x = (q, p) sous la forme dxdt = F (x). Cette e´volution conserve l’e´nergie du syste`me [E =
H(xt) reste constante au cours du temps] ainsi que son extension en phase (the´ore`me de Liouville).
Par de´finition, −divF (x) de´signe le taux de contraction σ(x) de l’espace des phases du syste`me : si
le syste`me est isole´, σ(x) = 0 (d’apre`s les e´qs. de Hamilton). En revanche, si le syste`me est dissipatif
σ(x) 6= 0 [une telle situation est envisage´e explicitement dans l’Annexe E, cf e´q. (E.1)].
6Une telle identification n’est pas toujours possible, et de´pend du mode`le que l’on choisit pour
de´crire la dynamique du syste`me e´tudie´.
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Ce re´sultat a e´te´ observe´ nume´riquement en 1993 par Evans, Cohen et Morris
[ECM90, ECM93, ES94] dans le cas d’un syste`me “thermostate´”. Par la suite, il a e´te´
e´tendu par Kurchan en 1998 dans le cas d’une dynamique de Langevin [Kur98, Kur01],
et par Lebowitz et Spohn en 1999 dans le cas d’un processus de Markov [LS99]. Citons
aussi les travaux de Derrida dans le cadre des fluctuations de courant d’un syste`me
diffusif hors d’e´quilibre [BD04, Der04].
Ajoutons que, re´cemment, Cohen et van Zon calcule`rent explicitement le terme cor-
rectif en O(1/τ) du TFS (5.2), dans le cadre d’une dynamique de Langevin du premier
ordre [vZC03b, vZC03a, vZCC04].
The´ore`me de fluctuation transitoire
Il existe des versions plus spe´cifiques de la relation de fluctuation de Gallavotti-
Cohen (5.2), dont sont re´cemment a` l’origine Farago [Far04], Cohen et van Zon [vZC03b,
vZC03a, vZCC04], et qui caracte´risent le re´gime transitoire hors d’e´quilibre du syste`me
e´tudie´.
Cohen et van Zon montre`rent, toujours dans le cadre d’une dynamique de Langevin
du premier ordre, que le the´ore`me de fluctuation (5.2) est un re´sultat exact sur un
re´gime transitoire du syste`me [pas de terme correctif en O(1/τ)] :
πτ (p)
πτ (−p) = e
βτp quel que soit τ, (5.5)
ou` p est de´finie par la relation (5.1). On parle alors de the´ore`me de fluctuation transi-
toire (abre´ge´ TFT).
Citons aussi les travaux de Zamponi, Cugliandolo, Kurchan, Ritort, Crisanti et
leurs collaborateurs, dans un contexte plus centre´ sur les syste`mes vieillissants [CVJ03,
Rit03b, RCR03, Rit03a, RC03, CR04, Rit04a, Rit03c, Rit04b, ZCK05].
Motivations des tests expe´rimentaux des the´ore`mes de fluctuation
Comme nous l’avons mentionne´ plus haut [cf points conclusifs (i) et (ii) du § 5.1.1],
le principal ennui avec le re´sultat (5.2) re´side dans l’identification du taux de contrac-
tion de l’espace des phases du syste`me avec son taux de production d’entropie : cette
identification est, en re`gle ge´ne´rale, tout a` fait arbitraire.
Il s’agit d’un sujet qui est encore fortement de´battu et dont l’issue n’est toujours
pas certaine : on parle d’ailleurs plus volontiers du taux de production de la chaleur
que du taux de production d’entropie (voir les re´fe´rences [vZC03b, vZC03a, vZCC04],
qui discutent bien ce point).
Un autre aspect de la question concerne les expe´riences qui sont re´alise´es dans le but
de tester le TFS (5.2) et le TFT (5.5) (nous en citons quelques-unes plus bas) : expe´-
rimentalement, on peut mesurer (dans les cas les mieux controˆle´s) la puissance fournie
au syste`me e´tudie´ et / ou la chaleur dissipe´e par le syste`me e´tudie´. Encore une fois,
ces quantite´s ne s’identifient pas ne´cessairement avec le taux de production d’entropie
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du syste`me e´tudie´, et encore moins avec le taux de contraction de son espace des phases.
Les tests expe´rimentaux des the´ore`mes de fluctuation (5.2) et (5.5) sont duˆs a` une
petite communaute´ de physiciens, parmi lesquels comptent Aumaitre, Ciliberto, Gar-
nier, Fauve, Wang, Carberry, Feitosa et leurs collaborateurs [CL98, AF99, AFMP01,
WSM+02, AF03, AFFM04, CRW+04, FM04, CGH+04, GC05].
Les syste`mes physiques conside´re´s sont soit des fluides (expe´riences de convection,
de turbulence), soit des particules browniennes (pie´ge´es optiquement, magne´tiquement
ou e´lectrostatiquement), soit des circuits e´lectriques, soit des milieux granulaires.
De paire avec les simulations nume´riques [BGG97, BCL98, GRS04, ZRA04], ces
expe´riences ont donne´ une vraisemblance physique aux the´ore`mes de fluctuation (5.2)
et (5.5).
Nous nous proposons d’examiner les relations de fluctuation (5.2) et (5.5) dans
le cas d’un syste`me expe´rimental dont la dynamique correspond pre´cise´ment a` une
dynamique de Langevin du deuxie`me ordre : notre oscillateur me´canique amorti.
Ajoutons que dans ce qui suit, nous normalisons p par kBT = β
−1 : autrement dit,
nous exprimons p en unite´s de kBT . A cet effet, supposons que p n’est pas normalise´e
par β−1, comme c’est e´crit en (5.1) ; en vertu de la conservation de la probabilite´
πτ (p) dp = πτ (βp) d(βp), ce qui implique ln
πτ (p)
πτ (−p) = ln
πτ (βp)
πτ (−βp) .
Donc, si l’on choisit d’exprimer p en unite´s de kBT (ce qui revient a` rede´finir p par
βp dans l’e´quation pre´ce´dente, auquel cas [p] = T−1), le TFS (5.2) et le TFT (5.5)
s’e´crivent respectivement
[TFS] ln
πτ (p)
πτ (−p) ∼ Στp+O(1/τ) pour τ →∞,
[TFT] ln
πτ (p)
πτ (−p) = Στp quel que soit τ,
(5.6)
ou` p est exprime´e en unite´s de kBT , et ou` Σ = 1.
Le but de notre test expe´rimental des TFS et TFT (5.6) consiste donc d’une part
a` de´finir expe´rimentalement la quantite´ p, a` ve´rifier si l’on obtient bien pour cette
dernie`re des relations conformes a` (5.6), et si Σ = 1.
Plusieurs proble`mes restent ouverts, notamment la valeur pre´cise du pre´facteur
nume´rique Σ, sa de´pendance vis-a`-vis de la variable p conside´re´e, ainsi que son re´gime
de convergence, en fonction de τ , vers la valeur 1 selon la force applique´e au syste`me
pour le porter dans un re´gime stationnaire hors d’e´quilibre.
5.2 Test expe´rimental des the´ore`mes de fluctuation
stationnaire et transitoire
5.2.1 Principe du test
Nous nous proposons de tester les the´ore`mes de fluctuation stationnaire (5.2) et
transitoire (5.5), sous la forme (5.6) que nous venons d’indiquer, en exploitant les
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a(∗) b(∗) c(∗) d(∗) e(∗) f(∗) g(∗) h(∗∗) i(∗∗)
ν0 (Hz) 326.3 326.3 326.3 326.3 326.3 343.4 343.4 348.2 348.2
τrelax (ms) 23.5 23.5 23.5 23.5 23.5 34.2 34.2 619.8 619.8
τ0/τrelax 8.49 0.86 3.52 2.79 4.2 0.12 0.12 0.08 0.08
τp/τrelax 33.76 3.38 14.12 11.31 17.1 5.61 5.61 — —
τmax (ms) 992.9 99.6 414.5 331.4 735.6 196 196 49.6 49.6
|Mmax| (pNm) 8.34 4.23 4.28 2.95 0.84 11.76 22.09 5.83 14.92
Tab. 5.1 – Configurations expe´rimentales envisage´es. Les symboles (∗) et (∗∗)
indiquent respectivement si l’oscillateur est immerge´ ou non dans un fluide visqueux
(les caracte´ristiques du fluide ainsi que la constante de rappel de l’oscillateur sont
indique´es au § 4.4.3).
mesures que nous avons expose´es au § 4.4.3. Les configurations expe´rimentales de l’os-
cillateur me´canique amorti sont indique´es dans ce meˆme paragraphe, et partiellement
re´sume´es dans la table 4.3, que nous reproduisons et comple´tons ici (table 5.1 ; voir
paragraphe suivant pour les notations).
Pour ce faire, nous devons tout d’abord de´finir expe´rimentalement la quantite´ p(x)
de´finie par la relation (5.1) : dans le cadre de nos expe´riences, il peut s’agir, soit
de la puissance fournie a` l’oscillateur durant les transformations (que nous noterons
1
τ
Wτ ), soit de la chaleur dissipe´e par l’oscillateur pendant les transformations (que
nous noterons 1
τ
Qτ ).
Nous allons montrer qu’il existe plusieurs choix possibles pour chacune de ces quan-
tite´s, que nous avons note´e p(x) au § 5.1.2 (et que nous noterons ici et dans ce qui suit
pτ ), et qu’un seul d’entre-eux se preˆte aux tests des the´ore`mes de fluctuation (abre´ge´s
TF ; cf §§ 5.2.2 et 5.2.4).
Nous avons vu aux chapitres 2 et 4 que notre syste`me expe´rimental n’est pas en
re`gle ge´ne´rale suffisamment visqueux (dissipatif) pour qu’on puisse ne´gliger le terme
inertiel en Iθ¨ dans son e´quation du mouvement. C’est d’ailleurs une caracte´ristique
essentielle des spectres de fluctuation de notre oscillateur, comme le met clairement
en e´vidence la fig. 4.7 du § 4.4.3. Autrement dit, la dynamique de notre oscillateur
me´canique correspond a` une dynamique de Langevin du deuxie`me ordre
Iθ¨(t) + ηθ˙(t) + Cθ(t) =M(t) + ζ(t), (5.7)
ou` la force fluctuante ζ(t) est assimile´e a` un bruit blanc gaussien tel que
〈ζ(t)〉 = 0 et 〈ζ(t) ζ(t′)〉 = 2ηkBT δ(t− t′). (5.8)
Nous ne´gligeons la viscoe´lasticite´ de l’oscillateur, qui complique singulie`rement les
calculs ; autrement dit, l’oscillateur est immerge´ dans un fluide dont la viscosite´ η do-
mine totalement la viscoe´lasticite´ intrinse`que de l’oscillateur (dont le moment d’inertie
et la constante de torsion sont note´s I et C, respectivement).
Nous insistons sur ce point en comparant sur la fig. 5.1 les spectres de fluctuation
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Fig. 5.1 – Spectres de fluctuation d’un filtre d’ordre 1 et d’un filtre d’ordre
2. Nous comparons les spectres de fluctuation Sθ = 〈|θ˜|2〉 d’un filtre d’ordre 1 (Sθ =
4ηkBT/{I2[ω40 + (ηω/I)2]}) et d’un filtre d’ordre 2 (Sθ = 4ηkBT/{I2[(ω2 − ω20)2 +
(ηω/I)2]}). (Ici, kBT = I = 1, ν0 = 100 Hz, η = 100 Pa s et
∫
Sx dν = 1.)
d’un filtre d’ordre un7 et d’un filtre d’ordre deux8.
C’est une remarque tre`s e´le´mentaire, mais importante car les the´oriciens ne peuvent
actuellement mener de calculs analytiques que dans le cadre d’une dynamique de Lange-
vin du premier ordre [vZC03b, vZC03a, vZCC04], ou` le bruit ζ(t) transmis au syste`me
est un bruit blanc a` large bande. Ce n’est manifestement pas le cas pour notre oscilla-
teur amorti : le bruit ζ(t) est amplifie´ par l’oscillateur essentiellement au voisinage de
sa fre´quence de re´sonance ν0.
Ceci e´tant, nous avons de´fini au chapitre 4 les travaux thermodynamique et classique
fournis a` l’oscillateur pendant la transformation par les relations [cf §§ 4.2, 4.4.2 et
e´q. (4.33)]
Wt = −
∫ t
0
M˙(t′) θ(t′) dt′ ≡
∫ t
0
P(t′) dt′ = −[Mθ]t
0
−Wcl,t
Wcl, t = −
∫ t
0
M(t′) θ˙(t′) dt′ ≡
∫ t
0
Pcl(t
′) dt′
(5.9)
ou` P = −M˙θ et Pcl = −Mθ˙ de´signent les puissances thermodynamique et classique
fournies a` l’oscillateur pendant la transformation.
La premie`re alternative pour tester les TF (5.2) et (5.5) consiste simplement a`
identifier la puissance fournie a` l’oscillateur pendant la transformation a`
pτ ≡ 1
τ
Wτ =
{
soit 1
τ
∫ t+τ
t
P(t′) dt′,
soit 1
τ
∫ t+τ
t
Pcl(t
′) dt′.
(5.10)
7I.e. un syste`me me´canique re´gi par l’e´quation diffe´rentielle ηθ˙ + Cθ =M .
8I.e. un syste`me me´canique re´gi par l’e´quation diffe´rentielle Iθ¨ + ηθ˙ + Cθ =M .
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Noter que ces deux quantite´s inte`grent les variations d’e´nergie cine´tique et d’e´nergie
potentielle de l’oscillateur pendant la transformation9. En multipliant chaque membre
de (5.7) par θ˙ et en inte´grant de t a` t + τ , nous pouvons donc identifier la chaleur
dissipe´e par l’oscillateur pendant la transformation a`10
pτ =
1
τ
Qτ ≡ η
τ
∫ t+τ
t
θ˙2(t′) dt′ =
soit
1
τ
(
Wτ −
[
T + V
]t+τ
t
+
[
Mθ
]t+τ
t
)
,
soit − 1
τ
(
Wcl, τ +
[
T + V
]t+τ
t
)
,
(5.11)
ou` T = 1
2
Iθ˙2 et V = 1
2
Cθ2 de´signent l’e´nergie cine´tique et l’e´nergie potentielle de
l’oscillateur. Cette dernie`re quantite´ correpond pre´cise´ment a` la chaleur dissipe´e par
l’oscillateur pendant la transformation, puisque ce sont les processus de frottements
visqueux qui sont a` l’origine de la dissipation.
Quatre possibilite´s s’offrent donc a` nous pour tester les TF (5.2) et (5.5) [cf relations
(5.9) et (5.10) ; nous affubleronsWτ et Qτ d’un indice“cl” si ces quantite´s sont calcule´es
a` partir de la puissance classique].
Nous allons tester chacune de ces possibilite´s en exploitant les mesures re´alise´es au
§ 4.4.3.
5.2.2 Relation de fluctuation transitoire
Nous commenc¸ons par examiner le cas des transformations correspondant a` un mo-
ment applique´ M(t) en forme de rampes et plateaux, comme l’indique la fig. 4.8(i) du
§ 4.4.3 : nous conside´rons donc les expe´riences a). . . g) indique´es dans la table 5.1 (afin
d’e´viter toute ambigu¨ıte´, nous notons ici et dans ce qui suit le temps de monte´e du
moment applique´ τ0, au lieu de τ comme c’e´tait le cas au chap. 4).
Afin de tester le TFT (5.6), il faut d’abord de´terminer la densite´ de probabilite´11
P(pτ ) de la quantite´ pτ , de´finie par les relations (5.10) et (5.11), que nous identifions
soit a` la puissance fournie a` l’oscillateur pendant la transformation, soit a` la chaleur
dissipe´e par l’oscillateur pendant la transformation. Pour ce faire, nous proce´dons de
la manie`re suivante :
(i) Comme l’indique la fig. 5.2, apre`s avoir de´termine´ les e´tats A et B correspondant
aux extre´mite´s des plateaux infe´rieurs et supe´rieurs de M(t) et de θ(t), nous
calculons pτ sur chaque motif (re´alisation) deM(t) et de θ(t) pour τ ∈ (0, τmax) ≡
(0, τ0 + τp), en faisant varier τ par pas de δτ (δτ ≪ τmax ; τp de´signe la dure´e de
chaque plateau). On re´alise ainsi un ensemble de re´alisations de pτ pour chaque
valeur de τ ∈ (0, τmax), dont on peut de´terminer nume´riquement les fonctions de
distribution P(pτ ).
(ii) A partir de chaque fonction de distribution P(pτ ), correspondant aux diffe´rentes
valeurs de τ , on calcule la fonction de syme´trie
Sτ =
1
τ
ln
P(+pτ )
P(−pτ ) (5.12)
9Dont on sait que leur somme s’annule si le syste`me est conservatif, ce qui n’est pas le cas ici.
10A un terme
∫ t+τ
t
ζ(t′) θ˙(t′) dt′ pre`s.
11Ici et dans ce qui suit, nous notons πτ (p)→ P(pτ ).
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calcul de pτ =
1
τ
{
Wτ
Qτ
}
calcul de pτ =
1
τ
{
Wτ
Qτ
}
AAA
BB
M(t)
Mmin
Mmax
motif M0 de la force pe´riodique M(t)
t
τ0
τ = 0τ = 0 τ = τmax τ = τmax
δτ
· · ·
τp
Fig. 5.2 – Test du TFT. Cette figure indique le protocole pour de´terminer les densite´s
de probabilite´ P(pτ ) dans le cas du TFT.
en fonction de pτ . Pour que ce calcul ait un sens, il est ne´cessaire que les fonctions
de distribution P(pτ ) aient suffisamment d’e´veˆnements pτ ≷ 0, et ce pour une
large gamme de valeurs de τ si l’on tient a` tester le TFT.
Si ce dernier est ve´rifie´ pour la quantite´ pτ conside´re´e, on doit obtenir une famille
de droites passant par l’origine, de meˆmes pentes. En effet, si le TFT (5.6) est
ve´rifie´, on doit avoir
Sτ = Σpτ quel que soit τ, (5.13)
ou` Σ est un nombre pur, inde´pendant de τ (comme nous l’avons indique´ a` la fin
du § 5.1.2, nous exprimons pτ en unite´s de kBT ).
(iii) En effectuant un ajustement line´aire de la pente de Sτ pour chaque valeur de
τ , en fonction de pτ , on peut de´terminer le facteur nume´rique Σ pour tous les
temps τ envisage´s, et ve´rifier si Σ = 1 quel que soit τ [en re´alite´, pour les temps
τ qui correspondent a` des fonctions de distribution P(pτ ) qui ont suffisamment
d’e´veˆnements pτ ≷ 0], en vertu du TFT (5.6).
Insistons a` nouveau sur le fait que les re´sultats the´oriques que nous mentionnons
aux points (ii) et (iii), et sur lesquels nous nous appuyons pour effectuer le test du
TFT, ont e´te´s obtenus dans le cas d’une dynamique de Langevin du premier ordre,
tandis que la dynamique de notre syste`me expe´rimental correspond a` une dynamique
de Langevin du deuxie`me ordre.
Les figs. 5.3(i) et 5.3(ii) reportent quelques densite´s de probabilite´12 P(pτ ) obtenues
dans l’expe´rience c) avec pτ =
1
τ
Wτ et pτ =
1
τ
Qcl, τ , respectivement [cf relations (5.10)
et (5.11)]. On peut remarquer sur la fig. 5.3(i) que les densite´s de probabilite´ de la
puissance pτ =
1
τ
Wτ convergent tre`s rapidement, pour τ ≪ τmax = 414.5 ms, vers des
distributions n’admettant plus d’e´veˆnements pτ ≷ 0.
Cet effet se manifeste de fac¸on encore plus claire sur la fig. 5.3(ii), qui reporte
quelques densite´s de probabilite´ de la chaleur pτ =
1
τ
Qcl, τ . Tre`s rapidement, au fur et a`
mesure que τ croˆıt, la moyenne des distributions P(pτ ) s’e´carte sensiblement de ze´ro, et
12Ici et dans ce qui suit, les distributions de probabilite´ P(pτ ) que nous indiquons ne sont pas
normalise´es.
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Fig. 5.3 – Densite´s de probabilite´ P(pτ ). Les figures (i) et (ii) repre´sentent respec-
tivement les densite´s de probabilite´ de pτ =
1
τ
Wτ et pτ =
1
τ
Qcl, τ [cf relations (5.10) et
(5.11)], obtenues dans l’expe´rience c) (cf table 5.1).
leur largeur a` mi-hauteur de´croˆıt fortement. Cet effet est amplifie´ par la forte asyme´trie
des distributions P(pτ ). Dans ces deux cas, nous ne disposons pas de suffisamment
d’e´veˆnements pτ ≷ 0 pour pouvoir tester le TFT [cf point (ii) ci-dessus].
Nous sommes conduits aux meˆmes observations en conside´rant pτ =
1
τ
Qτ [cf rela-
tion (5.11)] et en examinant les expe´riences a), b), e), f) et g) (cf table 5.1).
Reste a` examiner le cas pτ =
1
τ
Wcl, τ [cf relation (5.10)]. Il s’agit en re´alite´ du cas
le plus inte´ressant : comme nous allons le voir, c’est le seul qui dispose d’une statis-
tique ade´quate pour tester le TFT [i.e. dont les distributions P(pτ ) ont suffisamment
d’e´veˆnements pτ ≷ 0, quel que soit τ ∈ (0, τmax)]. Aussi nous ne conside´rerons plus
que celui-ci dans ce qui suit, et nous noterons simplement 1
τ
Wτ la puissance classique
inte´gre´e entre t et t+ τ .
Les figs. 5.4(f-i) et 5.4(g-i) reportent les densite´s de probabilite´ P(pτ ) obtenues dans
les expe´riences f) et g) (cf table 5.1). On remarque tout d’abord, contrairement aux cas
que nous venons de passer en revue, que les distributions obtenues sont gaussiennes13
quel que soit τ ∈ (0, τmax). En outre, toujours a` la diffe´rence des cas e´tudie´s pre´ce´dem-
ment, ces distributions ont toujours suffisamment d’e´veˆnements pτ ≷ 0, quel que soit
τ ∈ (0, τmax), afin que nous puissions e´tudier les fonctions de syme´trie Sτ (5.12).
Ces dernie`res sont reproduites sur les figs. 5.4(f-ii) et 5.4(g-ii) : dans chaque cas nous
obtenons une famille de droites passant par l’origine, dont les pentes sont identiques.
En effectuant un ajustement line´aire de chaque fonction de syme´trie Sτ en fonction
de 1
τ
Wτ , nous pouvons de´terminer si Σ = 1 quel que soit τ , conforme´ment au TFT
(5.6). Le re´sultat obtenu est indique´ sur les figs. 5.4(f-iii) et 5.4(g-iii).
Ce que nous observons n’est pas tout a` fait en conformite´ avec le TFT (5.6) : nous
13Dont nous ne reproduisons pas les ajustements afin de ne pas alourdir les figures.
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Fig. 5.4 – Test du TFT : expe´riences f) et g). Cette figure repre´sente (i) les
densite´s de probabilite´ de la puissance fournie a` l’oscillateur 1
τ
Wτ , (ii) les fonctions de
syme´trie Sτ correspondantes, (iii) la convergence du nombre pur Σ en fonction de τ [la
nume´rotation des figures correspond a` la nume´rotation des expe´riences f) et g)].
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Fig. 5.5 – Test du TFT : expe´riences a). . .d). Cette figure repre´sente la conver-
gence du nombre pur Σ en fonction de τ dans les cas a). . . d) [la nume´rotation des
figures correspond a` la nume´rotation des expe´riences a). . . d)].
observons en effet que Σ converge tre`s rapidement (en un temps τ fini) vers la valeur
(−0.98,−0.9), inde´pendante de τ , quel que soit τ > τmin, ou` τmin < τ0.
τmin de´signe le temps carate´ristique de convergence de Σ vers −1 : par exemple, la
fig. 5.4(f-iii), qui correspond a` l’expe´rience f), indique un temps de convergence τmin de
l’ordre de 0.7 ms, tandis que le temps de monte´e d’une rampe vaut τ0 ≃ 4.1 ms (cf
table 5.1).
D’apre`s le TFT (5.6), nous ne devrions pas observer un re´gime transitoire de Σ
pour τ < τmin, comme c’est le cas sur les figs. 5.4(f-iii) et 5.4(g-iii) : Σ devrait converger
instantane´ment vers la valeur −1, quel que soit τ . Ceci dit, nous avons bien Σ ≃ −1
aux temps τ > τmin ; par ailleurs, les valeurs de τmin que nous observons sont extreˆme-
ment faibles, et l’on voit clairement sur les figs. 5.4(f-iii) et 5.4(f-iii) que l’on dispose de
tre`s peu de points pour τ < τmin. Nous reviendrons plus bas, apre`s avoir examine´ les
expe´riences a). . . e), sur les causes probables de ce “re´gime transitoire”.
L’examen des expe´riences a). . . e) conduit aux meˆme observations, comme l’indique
146 Fluctuations dans des syte`mes hors d’e´quilibre
a b c d e f g
Σ −1.03 −0.97 −1.01 −0.96 −0.98 −0.92 −0.97
Tab. 5.2 – Test du TFT : principaux re´sultats des expe´riences a). . . g) [cf table 5.1
pour les de´finitions des expe´riences a). . . g)].
la fig. 5.5, qui reproduit les re´sultats obtenus dans les expe´riences a). . . d). Cependant,
on peut remarquer que cette fois-ci τmin ≃ 50 ms, tandis que τmin ≃ 0.7 ms dans les
expe´riences f) et g) (voir plus haut). Or les expe´riences a). . . g) correspondent a` des
oscillateurs dont les temps de relaxation sont comparables ; seule l’amplitude |Mmax|
du moment applique´ et le rapport τ0/τrelax varient de manie`re appre´ciable d’une ex-
pe´rience a` l’autre (cf table 5.1). En effet, les expe´riences f) et g) correspondent a` un
moment applique´ de plus forte amplitude, et dont les variations (les rampes) ont lieu
sur des intervalles de temps beaucoup plus courts : (τ0/τrelax)f),g) < (τ0/τrelax)a)...e) et
|Mmax|f),g) > |Mmax|a)...e).
Ainsi, si le re´gime transitoire de Σ que nous observons aux temps τ < τmin corres-
pond a` un me´canisme physique, nous nous attendrions plutoˆt a` ce que τ
a)...e)
min < τ
f),g)
min .
Or nous observons pre´cise´ment le contraire.
Ce re´gime transitoire de Σ aux tre`s faibles valeurs de τ est probablement duˆ a` la
fre´quence d’e´chantillonnage des signaux θ(t) etM(t), et, dans des proportions moindres,
a` la carte d’acquisition que nous avons utilise´e (carte NI 4472 PXI 24 bits14), ainsi qu’a`
l’e´lectronique de conditionnement associe´e a` l’interfe´rome`tre (cf chap. 2).
En effet, les expe´riences f) et g) ont e´te´ re´alise´es en e´chantillonnant les signaux
θ(t) et M(t) a` la fre´quence νe´ch = 16.384 kHz, tandis que les expe´riences a). . . e) ont
e´te´ re´alise´es avec νe´ch = 2.048 kHz. Toutes ces expe´riences ont e´te´ re´alise´es avec la
meˆme chaˆıne d’acquisition. Par conse´quent, seule la fre´quence d’e´chantillonnage des
signaux θ(t) et M(t), qui varie d’un groupe d’expe´riences a` l’autre, peut expliquer
l’e´cart sensible entre les valeurs de τmin observe´es.
Par manque de temps, nous n’avons pas e´tudie´ plus en de´tail ce point ; il semble
ne´cessaire de re´aliser de nouvelles expe´riences afin de comprendre davantage cet effet.
Nous re´sumons les diffe´rentes valeurs de Σ obtenues dans les expe´riences a). . . g)
dans la table 5.2.
Re´sumons. Nous avons teste´ le TFT en examinant les expe´riences a). . . g) de´finies
par la table 5.1. Les re´sultat obtenus sont les suivants :
(i) Seule la puissance classique 1
τ
Wcl,τ (5.10) se preˆte a` un test du TFT (5.5).
(ii) Les fonctions de distribution P(pτ ) ont toujours suffisamment d’e´veˆnements
pτ ≷ 0 pour qu’on puisse tester le TFT (5.6), quel que soit τ ∈ (0, τmax). Par
ailleurs, les fonctions de distribution P(pτ ) sont gaussiennes.
(iii) Le TFT (5.6) est ve´rifie´ quel que soit τ ∈ (τmin, τmax) ou` τmin < τ0, avec de
petites de´viations au re´sultat (5.6) aux temps courts τ < τmin, qui peuvent eˆtre
attribue´es a` la fre´quence d’e´chantillonnage des signaux θ(t) et M(t).
14Cette carte peut e´chantillonner des signaux jusqu’a` νe´ch = 102.4 kHz.
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Il s’agit d’un re´sultat nouveau, car il a e´te´ obtenu pour un syste`me oscillant dont
le terme inertiel Iθ¨ ne peut eˆtre ne´glige´, c’est-a`-dire pour un syste`me dont la dyna-
mique correspond a` une dynamique de Langevin du deuxie`me ordre ; or il n’existe pas
actuellement de preuve du TFT (5.6) pour une telle dynamique.
Afin d’analyser ces re´sultats expe´rimentaux, nous e´tudions au § 5.3 une dynamique
de Langevin du premier et du deuxie`me ordre, en nous appuyant sur le fait que les
distributions P(pτ ) sont gaussiennes dans nos expe´riences, afin de nous assurer que
la dynamique de notre oscillateur, qui correspond a` une dynamique de Langevin du
deuxie`me ordre, conduit bien aux re´sultats observe´s.
5.2.3 Relation de fluctuation stationnaire (1)
Nous examinons maintenant le the´ore`me de fluctuation stationnaire (5.6), a` partir
du meˆme jeu de donne´es qu’au § 5.2.2 [expe´riences a). . . e), cf table 5.1]. Comme nous
l’avons mentionne´ au de´but du § 5.1.2, le TFS (5.2) caracte´rise le re´gime stationnaire
hors d’e´quilibre du syste`me, une fois que son re´gime transitoire (hors d’e´quilibre) s’est
amorti, du fait des processus de frottements visqueux par exemple. Ce re´gime station-
naire hors d’e´quilibre peut eˆtre obtenu en forc¸ant continuˆment le syste`me hors d’e´qui-
libre, au moyen d’une force applique´e line´aire en t, par exemple (c’est pre´cise´ment la
situation envisage´e par Cohen et van Zon dans les articles [vZC03b, vZC03a, vZCC04]).
Dans nos expe´riences, ces effets de dissipation sont essentiellement duˆs a` la viscosite´
du fluide dans lequel l’oscillateur me´canique est immerge´, ainsi qu’a` la viscoe´lasticite´
de l’oscillateur (dans des proportions moindres), et sont controˆle´s par le temps de
relaxation τrelax de l’oscillateur. Ainsi, si l’origine des temps τ = 0 correspond au com-
mencement de chaque rampe line´aire en t, nous pouvons e´tudier le TFS en envisageant
les temps τ ∈ (2τrelax, τ0), ou` τ0 de´signe la dure´e de chaque rampe.
L’expe´rience a) se preˆte bien a` une e´tude du TFS : puisque τ0/τrelax = 8.49 (cf table
5.1), nous pouvons calculer pτ sur chaque rampe a` partir de τ = 2τrelax (cf fig. 5.2), en
disposant d’une marge suffisante pour e´tudier la dynamique stationnaire hors d’e´qui-
libre de l’oscillateur et calculer les fonctions de distribution P(pτ ) dans ce re´gime. Le
protocole que nous adoptons est identique aux points (i), (ii) et (iii) indique´s au § 5.2.2,
a` ceci pre`s que l’origine des temps τ = 0 correspond cette fois-ci a` l’instant τ = 2τrelax :
de cette manie`re, nous ne nous inte´ressons qu’au re´gime stationnaire hors d’e´quilibre
de l’oscillateur sur l’intervalle de temps (0, τ0 − 2τrelax).
Comme pour notre test du TFT (cf § 5.2.2), seule la puissance classique 1
τ
Wcl,τ (5.10)
inte´gre´e entre t et t+ τ dispose d’une statistique ade´quate pour tester le TFS : c’est la
seule quantite´ dont les distributions P(pτ ) ont suffisamment d’e´veˆnements pτ ≷ 0 pour
une large gamme de valeurs de τ . Aussi nous ne conside´rerons plus que celle-ci dans ce
qui suit, et nous la noterons comme pre´ce´demment 1
τ
Wτ .
La fig. 5.6(i) reporte quelques densite´s de probabilite´ P(pτ ) obtenues dans le cas a).
On remarque tout d’abord que les distributions obtenues sont gaussiennes15 quel que
15Dont nous ne reproduisons pas les ajustements afin de ne pas alourdir les figures.
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Fig. 5.6 – Test du TFS : cas a). Cette figure repre´sente (i) les densite´s de probabilite´
de la puissance fournie a` l’oscillateur 1
τ
Wτ , (ii) les fonctions de syme´trie Sτ correspon-
dantes, (iii) la convergence du nombre pur Σ en fonction de τ (les valeurs indique´es de
τ sont telles que l’instant τ = 0 correspond a` τ = 2τrelax). En outre, nous repre´sentons
sur la fig. (iii) la courbe the´orique de Σ tire´e de l’expression (5.16).
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soit τ ∈ (0, τ0− 2τrelax). En outre, ces distributions ont toujours suffisamment d’e´veˆne-
ments pτ ≷ 0, quel que soit τ ∈ (0, τ0−2τrelax) : nous pouvons donc e´tudier les fonctions
de syme´trie Sτ (5.12).
Quelques fonctions de syme´trie Sτ sont reproduites sur la fig. 5.6(ii) : nous obtenons
une famille de droites passant par l’origine, en conformite´ avec le TFS (5.6).
En effectuant un ajustement line´aire de chaque fonction de syme´trie Sτ en fonction
de 1
τ
Wτ , nous pouvons de´terminer si Σ = 1 a` la limite ou` τ → ∞, conforme´ment
au TFS (5.6). Signalons que cette fois-ci, la relation (5.13) doit eˆtre remplace´e par la
relation de fluctuation stationnaire
Sτ ∼ Σpτ +O(1/τ) pour τ →∞, (5.14)
ou` Sτ est de´finie par (5.12).
Le re´sultat obtenu est indique´ sur la fig. 5.6(iii), qui met assez clairement en e´vi-
dence la convergence de Σ vers la valeur −1 de`s τ & 50 ms (i.e. τ & 2τrelax+50 ms, en
unite´ de temps absolue).
Contrairement au TFT, pour lequel Σ converge instantane´ment vers la valeur −1,
le TFS caracte´rise la convergence asymptotique de Σ vers la valeur −1 (sur le re´gime
stationnaire hors d’e´quilibre du syste`me).
La fig. 5.6(iii) met clairement en e´vidence un re´gime oscillant amorti de Σ pour les
faibles faibles valeurs de τ : Σ pre´sente en effet presque 3 oscillations amorties pe´rio-
diques dont la pseudo-pulsation est approximativement e´gale a` α =
√
ω20 − γ2 pour
τ . 20 ms, ou` ω0 de´signe la fre´quence (angulaire) de re´sonance a` vide de l’oscillateur
et γ = τ−1relax.
Ce re´gime oscillant amorti indique que la dynamique de notre oscillateur amorti
correspond a` une dynamique de Langevin du deuxie`me ordre, et non du premier ordre.
En effet, dans le cas d’une dynamique de Langevin du premier ordre, Cohen et van
Zon montrent dans leur article [vZCC04] [cf relation (15)] que
Σ = − 1
1− ǫ(τ) , avec ǫ(τ) = 2
τ 21 − τ1(τ + τ1) e−τ/τ1
τ 2
, (5.15)
ou` τ1 = η/C [nous rede´montrons ce re´sultat au § 5.3.1, cf relation (5.51)].
Une telle expression de Σ ne peut manifestement pas rendre compte du re´gime os-
cillant amorti qu’indique la fig. 5.6(iii) aux faibles valeurs de τ .
A partir d’une dynamique de Langevin du deuxie`me ordre, et en nous appuyant sur
le fait que les distributions de la puissance 1
τ
Wτ sont gaussiennes quel que soit τ , nous
montrons au § 5.3.2 que Σ a l’expression suivante [cf relation (5.63)] :
Σ = − 1
1− ǫ(τ) , avec
ǫ(τ) = 2
sinϕ sin 3ϕ− ατ sin (ατ + 2ϕ) e−γτ − sinϕ sin (ατ + 3ϕ) e−γτ
(ατ)2
,
(5.16)
ou` α et γ ont e´te´ de´finies plus haut, et ou` ϕ = Arctan (α/γ).
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Nous trac¸ons sur la fig. 5.6(iii) le graphe the´orique de Σ en fonction de τ (en cou-
leur claire). Clairement, la courbe the´orique de Σ en fonction de τ donne´e par (5.16)
ne co¨ıncide pas avec la courbe expe´rimentale de Σ. Ne´anmoins, on peut remarquer que
l’accord enre les deux n’est pas si mauvais si l’on fait abstraction de la forte de´viation
de leur comportement moyen aux tre`s faibles valeurs de τ . En effet, si l’on supprime
la de´rive de Σexp aux faibles valeurs de τ , ou si l’on modifie la relation (5.16) de telle
sorte que Σtheo pre´sente une de´rive similaire a` celle de Σexp pour les faibles valeurs de
τ , les deux courbes de Σexp et Σtheo sont en bon accord.
Re´sumons. Nous avons teste´ le TFS en examinant l’expe´rience a) de´finie par la table
5.1. Les re´sultat obtenus sont les suivants :
(i) Seule la puissance classique 1
τ
Wcl,τ (5.10) se preˆte a` un test du TFS (5.2).
(ii) Les fonctions de distribution P(pτ ) qui permettent de tester le TFS (5.6) sont
gaussiennes.
(iii) Le TFS (5.6) est ve´rifie´ pour une valeur de τ finie : Σ converge vers la valeur −1
de`s τ & 2τrelax + 50 ms.
Il s’agit d’un re´sultat nouveau. Premie`rement car il a e´te´ obtenu pour un syste`me
oscillant dont le terme inertiel Iθ¨ ne peut eˆtre ne´glige´, c’est-a`-dire pour un syste`me
dont la dynamique correspond a` une dynamique de Langevin du deuxie`me ordre. Or
il n’existe pas actuellement de preuve du TFS (5.6) dans ce cas. Deuxie`mement car
le TFS (5.6), meˆme s’il n’en existe pas de preuve dans le cas d’une dynamique de
Langevin du deuxie`me ordre, n’assure la convergence de Σ vers la valeur Σ = −1 qu’a`
la limite τ →∞. Or nous observons une convergence a` τ fini.
Afin d’analyser ces re´sultats expe´rimentaux, nous e´tudions au § 5.3 une dynamique
de Langevin du premier et du deuxie`me ordre, en nous appuyant sur le fait que les
distributions P(pτ ) sont gaussiennes dans nos expe´riences, afin de nous assurer que
la dynamique de notre oscillateur, qui correspond a` une dynamique de Langevin du
deuxie`me ordre, conduit bien aux re´sultats observe´s.
5.2.4 Relation de fluctuation stationnaire (2)
Nous nous proposons maintenant d’e´tudier une stationnarite´ d’un type tout a` fait
diffe´rent (et nouveau), qui correspond au cas d’un syste`me force´ hors d’e´quilibre dans
un re´gime stationnaire de fac¸on pe´riodique.
Pour cela, nous examinons les expe´riences correspondant a` un moment applique´
M(t) en forme de sinuso¨ıde [cf (4.39), § 4.4.3], comme l’indiquent les figs. 4.11 et 4.12
du § 4.4.3 : nous conside´rons donc les expe´riences h) et i), qui correspondent a` un
oscillateur faiblement amorti (puisqu’il n’est pas immerge´ dans un fluide) force´ pe´rio-
diquement hors d’e´quilibre dans son re´gime stationnaire (puisque τ0/τrelax = 0.08, cf
table 5.1).
Afin de tester le TFS (5.6), nous proce´dons comme l’indique la fig. 5.7. Afin de
de´terminer la densite´ de probabilite´ P(pτ ) de la puissance pτ , de´finie par la relation
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A A′ A′′ A′′′
B B′ B′′ B′′′
C C ′ C ′′ C ′′′
M
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Fig. 5.7 – Protocole pour tester le TFS. Pour de´terminer les densite´s de probabilite´
P(pτ ), nous calculons pτ en inte´grant les signaux M(t) et θ˙(t) de A a` A
′, de B a` B′, de
C a` C ′ et ainsi de suite. On obtient ainsi la densite´ de probabilite´ P(pτ ) correspondant
a` τ = 1 pe´riode du moment applique´ M(t) [qui est, par ailleurs, la pe´riode de θ(t)].
Nous proce´dons a` l’identique en calculant pτ de A a` A
′′, de B a` B′′, de C a` C ′′ et
ainsi de suite (de A a` A′′′ . . . ), afin de de´terminer les densite´s de probabilite´ P(pτ )
correspondant a` τ = 2 pe´riodes, 3 pe´riodes . . . , jusqu’a` ce que les se´ries de M(t) et
θ(t) soient e´puise´es.
(5.12), nous calculons pτ en inte´grant de A a` A
′ [i.e. sur une pe´riode de M(t) et de
θ(t)], puis de A a` A′′ [i.e. sur deux pe´riodes de M(t) et de θ(t)] et ainsi de suite. On
obtient ainsi la densite´ de probabilite´ P(pτ ) correspondant a` τ = 1 pe´riode du moment
applique´ M(t) [qui est, par ailleurs, la pe´riode de θ(t)]. Nous proce´dons a` l’identique
en calculant pτ de A a` A
′′, de B a` B′′, de C a` C ′′ et ainsi de suite (de A a` A′′′ . . . ),
afin de de´terminer les densite´s de probabilite´ P(pτ ) correspondant a` τ = 2 pe´riodes, 3
pe´riodes . . . , jusqu’a` ce que les se´ries de M(t) et θ(t) soient e´puise´es.
Ici et dans ce qui suit, les temps d’inte´gration τ sont donc des multiples de la pe´riode
du moment applique´ M(t), qui vaut T0 = 100 ms dans les expe´riences h) et i).
Les e´tapes suivantes du test sont identiques aux points (ii) et (iii) indique´s au § 5.2.2,
a` ceci pre`s qu’il s’agit maintenant de tester le TFS (5.6), qui ne vaut qu’a` la limite
τ →∞, et qui comporte un terme correctif en O(1/τ).
Comme pour notre test du TFT (5.6) (cf § 5.2.2), seule la puissance classique (5.10)
inte´gre´e entre t et t+ τ dispose d’une statistique ade´quate pour tester le TFS : c’est la
seule quantite´ dont les distributions P(pτ ) ont suffisamment d’e´veˆnements pτ ≷ 0 pour
une large gamme de valeurs de τ . Aussi nous ne conside´rerons plus que celle-ci dans ce
qui suit, et nous la noterons comme pre´ce´demment 1
τ
Wτ .
La fig. 5.8(i) reporte les fonctions de distribution P(pτ ) obtenues dans le cas h) (cf
table 5.1) : ces dernie`res sont gaussiennes. En outre, elles disposent de suffisamment
d’e´veˆnements pτ ≷ 0 pour une large gamme de valeurs de τ : nous pouvons donc tenter
un test du TFS.
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Fig. 5.8 – Test du TFS : cas h). Cette figure repre´sente (i) les densite´s de probabilite´
de la puissance fournie a` l’oscillateur 1
τ
Wτ , (ii) les fonctions de syme´trie Sτ correspon-
dantes, (iii) la convergence du nombre pur Σ en fonction de τ (les valeurs indique´es de
τ sont telles que l’instant τ = 0 correspond a` τ = 2τrelax).
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Les fonctions de syme´trie Sτ (5.12) correspondantes sont indique´es sur la fig. 5.8(ii) :
nous obtenons une famille de droites passant par l’origine, dont les pentes sont iden-
tiques, en conformite´ avec la relation (5.13).
En effectuant un ajustement line´aire de chaque fonction de syme´trie Sτ en fonction
de 1
τ
Wτ , nous pouvons de´terminer si Σ = 1 a` la limite ou` τ → ∞, conforme´ment au
TFS (5.6). Signalons a` nouveau que la relation (5.13) doit eˆtre remplace´e par la relation
(5.14) du paragraphe pre´ce´dent.
Le re´sultat obtenu est indique´ sur la fig. 5.8(iii), qui met assez clairement en e´vidence
la convergence de Σ vers la valeurs −1 de`s τ & 1000 ms.
Insistons sur le fait qu’il n’existe pas a` l’heure actuelle de calcul analytique qui
corresponde a` notre e´tude expe´rimentale : le re´gime de convergence de Σ aux faibles
valeurs de τ [τ . 1000 ms, sur la fig. 5.8(iii)], qui semble eˆtre line´aire en τ [cf fig. 5.8(iii)]
ne peut eˆtre compare´ a` aucune expression analytique, et il n’est par ailleurs aucune-
ment garanti que Σ→ −1 pour τ →∞.
Re´sumons. Nous avons teste´ le TFS en examinant le cas h) de´fini par la table 5.1.
Les re´sultat obtenus sont les suivants :
(i) Seule la puissance classique 1
τ
Wcl,τ (5.10) se preˆte a` un test du TFS (5.2).
(ii) Les fonctions de distribution P(pτ ) qui permettent de tester le TFS (5.6) sont
gaussiennes.
(iii) Le TFS (5.6) est ve´rifie´ pour une valeur de τ finie : Σ converge vers la valeur −1
de`s τ & 1000 ms.
Il s’agit d’un re´sultat nouveau. Premie`rement car il a e´te´ obtenu pour un syste`me
oscillant dont le terme inertiel Iθ¨ ne peut eˆtre ne´glige´, c’est-a`-dire pour un syste`me
dont la dynamique correspond a` une dynamique de Langevin du deuxie`me ordre. Or
il n’existe pas actuellement de preuve du TFS (5.6) dans ce cas. Deuxie`mement car
le TFS (5.6), meˆme s’il n’en existe pas de preuve dans le cas d’une dynamique de
Langevin du deuxie`me ordre, n’assure la convergence de Σ vers la valeur Σ = −1 qu’a`
la limite τ →∞. Or nous observons une convergence a` τ fini.
Afin d’analyser le re´gime de convergence de Σ vers la valeur Σ = −1, nous envisa-
geons au § 5.3.3 une dynamique de Langevin du deuxie`me ordre, en nous appuyant sur
le fait que les densite´s de probabilite´s P(pτ ) sont gaussiennes (les calculs sont de´taille´s
dans l’Annexe H).
5.2.5 Limites d’applicabilite´ des the´ore`mes de fluctuation
Avant d’e´tudier une dynamique de Langevin du premier et du deuxie`me ordre afin
d’analyser nos re´sultats expe´rimentaux, nous de´sirons mentionner un effet e´tonnant.
L’e´tude expe´rimentale des the´ore`mes de fluctuation que nous venons d’exposer ne´-
cessite de de´terminer les bornes d’inte´gration de pτ =
1
τ
Wτ = − 1τ
∫ t+τ
t
Mθ˙ dt′ a` partir
des signaux θ et M . Autrement dit, il faut indicer les signaux θ et M , comme l’in-
diquent les figs. 5.2 et 5.7 des §§ 5.2.2 et 5.2.4, afin de calculer la puissance pτ ainsi que
les densite´s de probabilite´ P(pτ ) correspondantes.
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Nous allons montrer qu’une variation des conditions initiales de θ et M (i.e. des
bornes de l’intervalle sur lequel pτ est calcule´), peut modifier drastiquement les densite´s
de probabilite´s P(pτ ), ainsi que le re´gime de convergence de Σ, en fonction de τ , vers
la valeur −1.
La fig. 5.9 reporte quelques densite´s de probabilite´ P(pτ ) obtenues dans l’expe´rience
h) (cf table 5.1), dans notre test du TFS, et met en e´vidence la sensibilite´ de la statis-
tique de pτ vis-a`-vis des conditions initiales de θ et M .
La fig. (i) reporte deux densite´s de probabilite´, obtenues en calculant pτ a` partir des
points xt repre´sente´s sur la fig. 5.10 (couleur rouge), et a` partir des points yt repre´sente´s
sur la fig. 5.10 (couleur vert clair), correspondant a` τ = 100 ms (symboles ◦) et τ = 400
ms (symboles ⋄).
La fig. (ii) reporte deux densite´s de probabilite´s, obtenues en calculant pτ a` partir des
points xt repre´sente´s sur la fig. 5.10 (couleur rouge), et a` partir des points yt repre´sente´s
sur la fig. 5.10 (couleur vert clair), correspondant a` τ = 1100 ms (symboles ◦) et
τ = 1600 ms (symboles ⋄).
Clairement, les densite´s de probabilite´ calcule´es a` partir des conditions initiales xt
et yt, et correspondant aux meˆmes valeurs de τ , sont toutes gaussiennes mais pre´sentent
de forts e´carts au niveau de leurs variances.
La fig. (iii) indique la convergence de Σ en fonction de τ correspondante (condi-
tion initiale xt : symboles ◦, condition initiale yt : symboles ⋄). On peut observer que
le re´gime de convergence de Σ, en fonction de τ , vers la valeur −1 est radicalement
diffe´rent selon que l’on choisit les points xt ou yt comme conditions initiales pour le
calcul de la puissance pτ . Par ailleurs, on peut remarquer que Σ n’atteint pas la valeur
asymptotique −1 si l’on choisit comme conditions initiales les points yt : dans ce cas,
les distributions P(pτ ) n’admettent plus d’e´veˆnements pτ ≷ 0 aux temps longs.
Puisque notre syste`me expe´rimental est peu complexe et bien controˆle´, cet effet
donne une ide´e de la difficulte´ de tester (ou d’appliquer) le TFS sur un syste`me phy-
sique simple, et a fortiori sur des syste`mes complexes. Plus pre´cise´ment, nous sommes
conduits a` nous poser les questions suivantes :
(i) Est-il re´ellement possible de de´terminer avec certitude le re´gime de convergence
de Σ expe´rimentalement ?
(ii) Les travaux the´oriques susceptibles de de´crire le re´gime de convergence de Σ
peuvent-ils s’appliquer en pratique, ne serait-ce qu’a` un syste`me bien controˆle´ ?
Une argumentation simple base´e sur une dynamique de Langevin du premier ordre
permet d’analyser qualitativement cet effet. Conside´rons l’e´quation de Langevin
ηx˙t + kxt = F0 (1 + sinωt) + ζt, (5.17)
ou` x repre´sente un degre´ de liberte´ porte´ hors d’e´quilibre par la force oscillante F0 (1+
sinωt), et fluctuant au hasard sous l’effet de l’agitation thermique, que nous mode´lisons
par une force ale´atoire ζ (souvent assimile´e a` un bruit blanc gaussien tel que 〈ζt〉 = 0
et 〈ζt ζt′〉 = 2ηkBT δt,t′).
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Fig. 5.9 – Sensibilite´ de la statistique de pτ . Cette figure reporte quelques densite´s
de probabilite´ P(pτ ) obtenues dans l’expe´rience h) (cf table 5.1), dans notre test du TFS,
et met en e´vidence la sensibilite´ de la statistique de pτ vis-a`-vis des conditions initiales
de θ et M . La fig. (i) reporte deux densite´s de probabilite´, obtenues en calculant pτ a`
partir des points xt repre´sente´s sur la fig. 5.10 (couleur rouge), et a` partir des points yt
repre´sente´s sur la fig. 5.10 (couleur vert clair), correspondant a` τ = 100 ms (symboles ◦)
et τ = 400 ms (symboles ⋄). La fig. (ii) reporte deux densite´s de probabilite´s, obtenues
en calculant pτ a` partir des points xt repre´sente´s sur la fig. 5.10 (couleur rouge), et
a` partir des points yt repre´sente´s sur la fig. 5.10 (couleur vert clair), correspondant
a` τ = 1100 ms (symboles ◦) et τ = 1600 ms (symboles ⋄). La fig. (iii) indique la
convergence de Σ en fonction de τ correspondante (condition initiale xt : symboles ◦,
condition initiale yt : symboles ⋄).
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Fig. 5.10 – Variation des conditions initiales pour le calcul de pτ . Cette figure
repre´sente sche´matiquement deux jeux de conditions initiales xt et yt pour le calcul de
la puissance pτ , avec en fond la force applique´e au syste`me Ft = F0 (1 + sinωt).
Pour e´tudier l’influence d’une translation du degre´ de liberte´ x sur la valeur moyenne
et sur les fluctuations du travail (ou de la puissance) fourni au syste`me, il suffit de
remarquer que yt = xt − F0k est solution de l’e´quation de Langevin
ηy˙t + kyt = F0 sinωt+ ζt, (5.18)
et correspond au translate´ de xt, comme l’indique la fig. 5.10.
Afin de comparer les valeurs moyennes et les fluctuations des travaux fournis aux
degre´s de liberte´ x et y dans l’intervalle de temps (0, τ), nous calculons tout d’abord
les travaux fournis a` x et y pour t ∈ (0, τ). Ces derniers valent respectivement W xτ =
−F0
∫ τ
0
x˙t sinωt dt − F0 (xτ − x0) et W yτ = −F0
∫ τ
0
y˙t sinωt dt. Puisque x˙t = y˙t, nous
avons
W xτ = W
y
τ − F0 (xτ − x0). (5.19)
En moyenne 〈xτ − x0〉 = 0, et l’on a 〈W xτ 〉 = 〈W yτ 〉. Passons a` l’examen des fluc-
tuations des travaux W xτ et W
y
τ . Nous avons
δW xτ = δW
y
τ − F0 (δxτ − δx0), (5.20)
ou` δxt de´signe la fluctuation de xt (idem pour yt ; naturellement, 〈δW xτ 〉 = 〈δW yτ 〉). En
e´levant au carre´ cette expression et en prenant la moyenne, nous trouvons〈
(δW xτ )
2
〉
=
〈
(δW yτ )
2
〉
+ F 20
〈
(δxτ − δx0)2
〉− 2F0 〈δW yτ (δxτ − δx0)〉 . (5.21)
Les arguments que nous de´sirons produire ici ne nous permettent d’analyser le com-
portement du dernier terme en fonction de τ . En revanche, la the´orie du mouvement
brownien de´veloppe´e par Einstein et Langevin permet d’analyser qualitativement le
comportement du deuxie`me terme en fonction de τ , selon le re´gime du syste`me (tran-
sitoire / stationnaire hors d’e´quilibre).
En effet 〈(δxτ − δx0)2〉 ∼ 〈(δxτ )2〉 ∼ τ 2 aux temps courts (re´gime transitoire hors
d’e´quilibre), tandis que 〈(δxτ − δx0)2〉 ∼ 〈(δxτ )2〉 ∼ τ aux temps longs (re´gime station-
naire hors d’e´quilibre) [Wan87, Lem02, Gil92, Gil93, Gil96, Nel67]. Par conse´quent, la
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variance du travail W xτ se comporte comme
〈
(δW xτ )
2
〉 ∼ {〈(δW yτ )2〉+ F 20 τ 2 + . . . aux temps courts,〈(δW yτ )2〉+ F 20 τ + . . . aux temps longs. (5.22)
Quant a` la variance de la puissance fournie a` l’oscillateur pτ =
1
τ
Wτ , elle vaut
〈
(δpxτ )
2
〉 ∼ {〈(δpyτ )2〉+ F 20 + (. . . )/τ 2 aux temps courts,〈(δpyτ )2〉+ F 20 /τ + (. . . )/τ 2 aux temps longs. (5.23)
Les re´sultats obtenus peuvent se re´sumer au point suivant16. Nos expe´riences et
notre petit calcul semblent indiquer que les conditions initiales jouent un roˆle de premier
plan pour le re´gime de convergence de Σ, en fonction de τ , vers la valeur −1 ; c’est
seulement a` la limite τ →∞ que les conditions initiales jouent un roˆle secondaire pour
le TFS.
5.3 The´ore`mes de fluctuation et dynamique de Lan-
gevin dans le cas gaussien
Dans les paragraphes qui suivent, nous mode´lisons la dynamique de notre oscillateur
me´canique amorti par une dynamique de Langevin du premier et du deuxie`me ordre(
IΘ¨(t)+
)
ηΘ˙(t) + CΘ(t) =M(t) + ζ(t), (5.24)
ou` le de´placement angulaire Θ(t) est porte´ hors d’e´quilibre par le moment de force
M(t), et fluctue au hasard sous l’effet de l’agitation thermique, que nous mode´lisons
par une force ale´atoire ζ(t), et que nous assimilons a` un bruit blanc gaussien tel que
〈ζ(t)〉 = 0 et 〈ζ(t) ζ(t′)〉 = 2ηkBT δ(t− t′). (5.25)
Nous ne´gligeons la viscoe´lasticite´ de l’oscillateur, qui complique singulie`rement les
calculs ; autrement dit, l’oscillateur est immerge´ dans un fluide dont la viscosite´ η do-
mine totalement la viscoe´lasticite´ intrinse`que de l’oscillateur (dont le moment d’inertie
et la constante de torsion sont note´s I et C, respectivement).
Avant toute chose, rappelons que nous nous inte´ressons aux the´ore`mes de fluctua-
tion stationnaire et transitoire, qui s’e´crivent
[TFS] ln
P(pτ )
P(−pτ ) = Στpτ
(
1− ǫ(τ)) ∼ Στpτ +O(1/τ) pour τ →∞,
[TFT] ln
P(pτ )
P(−pτ ) = Στpτ quel que soit τ.
(5.26)
16Les observations faites ici ne valent que pour une dynamique de Langevin du premier ordre. Il doit
toutefois eˆtre possible d’arriver aux meˆmes observations qualitatives en conside´rant une dynamique
de Langevin du deuxie`me ordre.
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Rappelons aussi que les travaux de Gallavotti, Cohen et van Zon [GC95a, GC95b,
GC98, vZC03b, vZC03a, vZCC04] assurent que, pour une dynamique de Langevin du
premier ordre, Σ = 1
kBT
et ǫ(τ) = O(1/τ) pour τ →∞ dans le cas du TFS, et donnent
une expression de ǫ(τ) dans le cas d’une force applique´e line´aire en t. En revanche,
dans le cas du TFT, et toujours pour une dynamique de Langevin du premier ordre,
Σ = 1
kBT
quel que soit τ .
Puisque la dynamique de notre oscillateur correspond a` une dynamique de Langevin
du deuxie`me ordre, nous proposons une me´thode de calcul de Σ dans le cas du TFT,
et de Σ et ǫ(τ) dans le cas du TFS, dont le point de de´part est l’e´quation de Langevin
(5.24). Le but est de tenter une analyse the´orique des re´sultats expe´rimentaux que nous
avons expose´ aux §§ 5.2.3 et 5.2.4 : il s’agit d’analyser le re´gime de convergence de Σ
en fonction de τ dans le cas du TFS.
En outre, cette me´thode de calcul doit permettre de retrouver, pour une dynamique
de Langevin du premier ordre, les re´sultats de Cohen et van Zon concernant le TFT et
le TFS.
Cette me´thode de calcul s’appuie sur le fait que les densite´s de probabilite´ de la
puissance fournie a` l’oscillateur pτ =
1
τ
Wτ = − 1τ
∫ t+τ
t
M(t′) θ˙(t′) dt′ sont gaussiennes
quel que soit τ . Ainsi
P(±Wτ ) = 1√
2πσ
exp
(
−(Wτ ∓ µ)
2
2σ2
)
, (5.27)
ou` µ de´signe la moyenne E(Wτ ) du travail Wτ et σ
2 sa variance Var(Wτ ).
En formant le rapport P(Wτ )
P(−Wτ ) , nous obtenons d’apre`s le TFT (5.26)
17
P(Wτ )
P(−Wτ ) =
P(pτ )
P(−pτ ) = e
2µWτ
σ2 = eΣWτ pour τ fini =⇒ Σ = 2µ
σ2
, (5.28)
tandis que d’apre`s le TFS (5.26)
P(Wτ )
P(−Wτ ) = e
2µWτ
σ2 = eΣWτ [1−ǫ(τ)] =⇒ Σ = 2µ
σ2
(
1− ǫ(τ)) . (5.29)
Nous nous proposons donc de calculer la moyenne µ et la variance σ2 du travail Wτ
[de´fini par (5.9)] dans le cas du TFT et du TFS, ainsi que le terme correctif ǫ(τ) dans
le cas du TFS.
Comme nous l’avons mentionne´ au § 4.5 sur la base des observations expe´rimentales
du § 4.4.3, les proprie´te´s statistiques des fluctuations de Θ(t) ne sont pas affecte´es par
le moment applique´M(t) : en d’autres termes, les fluctuations de Θ(t) sont des fluctua-
tions thermiques a` l’e´quilibre. Par conse´quent, nous pouvons exprimer le de´placement
angulaire Θ(t) comme la somme d’un de´placement moyen θ(t), donne´ par la solution
de (5.33) calcule´e a` ζ(t) = 0, et d’un de´placement fluctuant δθ(t) satisfaisant le TFD :
Θ(t) = θ(t) + δθ(t). (5.30)
17En vertu de la conservation de la probabilite´ P(pτ ) dpτ = P(Wτ ) dWτ ⇒ P(pτ )P(−pτ ) =
P(Wτ )
P(−Wτ ) .
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Fig. 5.11 – Motif M(t) du moment applique´e. (cf fig. 5.2 pour la de´finition des
e´tats A et B.)
De meˆme que l’on peut exprimer l’angle Θ comme la somme d’une quantite´ moyenne
θ et d’une quantite´ fluctuante δθ, nous pouvons exprimer le travailWτ fourni au syste`me
dans l’intervalle de temps (0, τ) comme la somme d’un travail moyenW τ et d’un travail
fluctuant δWτ . En effet
Wτ = −
∫ τ
0
M(t) Θ˙(t) dt = −
∫ τ
0
M(t)
(
θ˙(t) + δθ˙(t)
)
dt ≡ W τ + δWτ . (5.31)
5.3.1 Dynamique de Langevin du 1er ordre : cas du moment
en forme de rampes et plateaux
Nous commenc¸ons par examiner le cas du moment applique´ pe´riodique en forme
de rampes et plateaux, qui correspond aux expe´riences que nous avons expose´es au
§ 5.2.2, et dont le motif18 M(t) est compose´ d’une rampe line´aire en t et d’un plateau
(cf fig. 5.11) :
M(t) =
{
M0
τ0
t pour t ∈ (0, τ0),
M0 pour t > τ0,
(5.32)
que l’on peut simplement caracte´riser par son amplitude maximale M0 et son temps
de monte´e τ0 (et sa vitesse de variation M˙ ∝ τ−10 ).
En outre, nous commenc¸ons par e´tudier le cas du re´gime de forte friction, ou` l’on
ne´glige simplement le terme inertiel IΘ¨(t) dans (5.24), de sorte que l’e´quation du
mouvement du de´placement angulaire Θ(t) s’e´crit
Θ˙(t) + τ−11 Θ(t) = η
−1[M(t) + ζ(t)], ou` τ1 = η
C
. (5.33)
18Nous notons ici et dans ce qui suit M(t) le motif du moment applique´, et non le moment applique´
lui-meˆme.
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Calcul pour τ < τ0
Puisque le TFT (5.26) est ve´rifie´ quel que soit τ ∈ (τmin, τmax) ou` τmin < τ0 [cf point
conclusif (ii) du § 5.2.2], nous conside´rons tout d’abord le cas τ < τ0, pour lequel19
W
<
τ = −
M0
τ0
(
τθ(τ)−
∫ τ
0
θ(t) dt
)
,
δW<τ = −
M0
τ0
(
τδθ(τ)−
∫ τ
0
δθ(t) dt
)
.
(5.34)
Calcul de la moyenne
La moyenne du travailWτ est de´termine´e par la solution moyenne θ<(t), solution de
(5.33) calcule´e a` ζ(t) = 0 pour t < τ0. En choisissant pour condition initiale θ<(0) = 0,
nous avons
θ<(t) =
M0
Cτ0
(
τ1 e
−t/τ1 + t− τ1
)
, (5.35)
de sorte que la moyenne du travail Wτ vaut
µ< =W
<
τ = −
M20
Cτ 20
(
τ1(τ + τ1) e
−τ/τ1 +
1
2
τ 2 − τ 21
)
. (5.36)
Calcul de la variance
Comme nous allons le voir, la variance du travail Wτ est de´termine´e par la fonction
d’autocorre´lation de la fluctuation δθ. En e´levant au carre´ la fluctuation δW<τ et en
prenant la moyenne sur l’ensemble de ses re´alisations, nous trouvons une variance du
travail Wτ qui vaut
σ2< =
〈
(δW<τ )
2
〉
=
M20
τ 20
[
τ 2
〈
δθ2(τ)
〉
+
〈( τ
∫
0
δθ(t) dt
)2〉
− 2τ
τ
∫
0
〈δθ(τ) δθ(t)〉 dt
]
. (5.37)
Les termes entre crochets peuvent s’exprimer en fonction de la fonction d’autocorre´la-
tion de la fluctuation δθ
Γδθ(t, t
′) = 〈δθ(t′) δθ(t)〉 = 〈δθ(0) δθ(t− t′)〉 = Γδθ(t− t′) = kBT
C
e−|t−t
′|/τ1 , (5.38)
qui est uniquement fonction de t− t′ puisque δθ est une fluctuation d’e´quilibre (cf plus
haut), a fortiori stationnaire au deuxie`me ordre. En remarquant que〈( τ
∫
0
δθ(t) dt
)2〉
=
τ
∫
0
dt
τ
∫
0
dt′ Γδθ(t− t′), (5.39)
19Nous notons W
<
τ et δW
<
τ la moyenne et la fluctuation du travail Wτ calcule´es pour τ < τ0. De
meˆme, nous notons plus loin W
>
τ et δW
>
τ la moyenne et la fluctuation du travail Wτ calcule´es pour
τ > τ0.
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nous trouvons une variance du travail Wτ qui vaut
σ2< =
〈
(δW<τ )
2
〉
=
M20
τ 20
(
τ 2Γδθ(0)− 2τ
τ
∫
0
Γδθ(t− τ) dt+
τ
∫
0
dt
τ
∫
0
dt′ Γδθ(t− t′)
)
. (5.40)
Un calcul simple conduit finalement au re´sultat suivant :
σ2< =
〈
(δW<τ )
2
〉
= −2kBTµ<, (5.41)
ou` µ< est donne´e par la relation (5.36).
Calcul pour τ > τ0
Calcul de la moyenne
La moyenne du travail Wτ est de´termine´e par la solution moyenne θ>(t), solution
de (5.33) calcule´e a` ζ(t) = 0 et pour t < τ0. En raccordant θ>(t) avec la solution θ<(t)
(5.35) obtenue pre´ce´demment pour t < τ0 [i.e. θ>(τ0) = θ<(τ0)], nous obtenons
θ>(t) =
M0
Cτ0
(
τ0 + τ1
(
1− eτ0/τ1) e−t/τ1), (5.42)
de sorte que la moyenne du travail Wτ vaut
µ> =W
>
τ = W
<
τ0
−M0 [θ>]ττ0 =W
<
τ0
− M
2
0 τ1
Cτ0
(
1− eτ0/τ1)(e−τ/τ1 − e−τ0/τ1). (5.43)
Calcul de la variance
La variance du travailWτ est a` nouveau de´termine´e par la fonction d’autocorre´lation
Γδθ (5.38) de la fluctuation δθ. Un petit calcul permet d’exprimer la fluctuation du
travail δW>τ en fonction de la fluctuation δW
<
τ0
(5.34) calcule´e pre´ce´demment pour
τ < τ0 :
δW>τ = δW
<
τ0
−M0
[
δθ
]τ
τ0
. (5.44)
En e´levant au carre´ la fluctuation δW>τ et en prenant la moyenne sur l’ensemble de
ses re´alisations, nous trouvons une variance du travail Wτ qui vaut
σ2> =
〈
(δW>τ )
2
〉
=
〈
(δW<τ0)
2
〉
+M20
〈([
δθ
]τ
τ0
)2〉
− 2M0
〈
δW<τ0
[
δθ
]τ
τ0
〉
. (5.45)
Nous connaissons le premier terme qui est donne´ par (5.41) [ou` µ< est donne´e par
(5.36)]. Quant aux deux autres termes, ils s’expriment simplement en fonction de la
fonction d’autocorre´lation Γδθ (5.38) de la fluctuation δθ de la manie`re suivante :〈([
δθ
]τ
τ0
)2〉
= 2
(
Γδθ(0)− Γδθ(τ − τ0)
)
,〈
δW<τ0
[
δθ
]τ
τ0
〉
= −M0
τ0
[
τ0
(
Γδθ(τ − τ0)− Γδθ(0)
)
+
−
τ0∫
0
Γδθ(t− τ) dt+
τ0∫
0
Γδθ(t− τ0) dt
]
.
(5.46)
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Un calcul simple conduit finalement au re´sultat suivant :
σ2> =
〈
(δW>τ )
2
〉
=
〈
(δW<τ0)
2
〉− 2kBT M20 τ1
Cτ0
(
eτ0/τ1 − 1)(e−τ/τ1 − e−τ0/τ1)
= −2kBTµ>,
(5.47)
d’apre`s la relation (5.41).
The´ore`me de fluctuation transitoire
Afin de de´terminer la valeur de Σ, nous formons le rapport 2µ
σ2
[cf relation (5.28)].
Puisque 〈(δWτ )2〉 = −2kBTW τ , d’apre`s les relations (5.41) et (5.47), nous obtenons
Σ = − 1
kBT
quel que soit τ. (5.48)
Nous retrouvons donc une valeur de Σ qui correspond pre´cise´ment aux re´sultat de
Cohen et van Zon [vZC03b, vZC03a, vZCC04], et qui est par ailleurs proche de celles
que nous avons observe´es expe´rimentalement au § 5.2.2.
The´ore`me de fluctuation stationnaire
Afin de de´terminer la valeur de Σ lorsque l’oscillateur e´volue hors d’e´quilibre dans
son re´gime stationnaire, nous calculons la solution stationnaire moyenne θ<(t) de (5.33).
Pour cela, il suffit de poser τ →∞ dans le re´sultat (5.35) ; nous trouvons
θ<(t) =
M0
Cτ0
(
t− τ1
)
pour t < τ0. (5.49)
La moyenne du travail Wτ se calcule a` nouveau d’apre`s (5.34), et vaut
µ< = W
<
τ = −
M20
2Cτ 20
τ 2. (5.50)
La variance du travailWτ , quant a` elle, est toujours donne´e par (5.41) ou` µ< est donne´e
par (5.36). En formant le rapport 2µ<
σ2<
[cf relation (5.29)], nous obtenons ainsi
Σ = − 1
kBT
(
1− ǫ(τ)) , avec ǫ(τ) = 2 τ 21 − τ1(τ + τ1) e−τ/τ1τ 2 . (5.51)
Ce re´sultat correspond pre´cise´ment a` la relation (15) obtenue par van Zon et Cohen
dans la re´fe´rence [vZCC04].
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5.3.2 Dynamique de Langevin du 2e`me ordre : cas du moment
en forme de rampes et plateaux
Les re´sultats obtenus dans les paragraphes pre´ce´dents correspondent pre´cise´ment
aux re´sultats principaux de Cohen et van Zon [vZC03b, vZC03a, vZCC04] : notre
me´thode de calcul semble donc correcte.
Puisque la dynamique de notre oscillateur me´canique amorti correspond a` une dy-
namique de Langevin du deuxie`me ordre, nous examinons maintenant le re´gime de
faible friction, qui correspond a` l’e´quation de Langevin du deuxie`me ordre (5.24), en
reprenant les notations du § 4.5 [cf (4.60) et (4.61)].
Calcul pour τ < τ0
Calcul de la moyenne
La moyenne du travail Wτ est de´termine´e par la solution moyenne θ<(t), solution
de (??) calcule´e a` ζ(t) = 0 et pour t < τ0. En choisissant pour condition initiale
θ<(0) = θ˙<(0) = 0, nous avons
θ<(t) =
M0
Cατ0
(
sin (αt+ 2ϕ) e−γt + αt− sin 2ϕ
)
. (5.52)
La moyenne du travail Wτ se calcule comme pre´ce´demment [cf relation (5.34)] :
µ< =W
<
τ = −
M20
Cα2τ 20
(
ατ sin (ατ + 2ϕ) e−γτ + sinϕ sin (ατ + 3ϕ) e−γτ+
+
α2
2
τ 2 − sinϕ sin 3ϕ
)
.
(5.53)
Calcul de la variance
La variance du travailWτ est a` nouveau de´termine´e par la fonction d’autocorre´lation
de la fluctuation δθ, qui vaut cette fois-ci
Γδθ(t) =
kBT
C sinϕ
sin (α|t|+ ϕ) e−γ|t|. (5.54)
En e´levant au carre´ la fluctuation δW<τ [qui se calcule comme pre´ce´demment, cf re-
lation (5.34)] et en prenant la moyenne sur l’ensemble de ses re´alisations, nous trouvons
une variance du travail Wτ qui vaut [cf relation (5.40)]
σ2< =
〈
(δW<τ )
2
〉
= −2kBTµ<, (5.55)
ou` µ< est donne´e par (5.53).
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Calcul pour τ > τ0
Calcul de la moyenne
La moyenne du travail Wτ est de´termine´e par la solution moyenne θ>(t), solution
de (??) calcule´e a` ζ(t) = 0 et pour t > τ0. En raccordant θ>(t) avec la solution θ<(t)
(5.52) obtenue pre´ce´demment pour t < τ0 [i.e. θ>(τ0) = θ<(τ0) et θ˙>(τ0) = θ˙<(τ0)],
nous obtenons
θ>(t) =
M0
Cατ0
(
sin (αt+ 2ϕ) e−γt − sin (α[t− τ0] + 2ϕ) e−γ(t−τ0) + ατ0), (5.56)
de sorte que la moyenne du travail Wτ vaut
µ> =W
>
τ = W
<
τ0
−M0 [θ>]ττ0 . (5.57)
Calcul de la variance
La variance du travailWτ est a` nouveau de´termine´e par la fonction d’autocorre´lation
Γδθ (5.54) de la fluctuation δθ. A nouveau, on peut exprimer la fluctuation du travail
δW>τ en fonction de la fluctuation δW
<
τ0
calcule´e pre´ce´demment pour τ < τ0, comme
l’indique la relation (5.44). En e´levant au carre´ la fluctuation δW>τ et en prenant la
moyenne sur l’ensemble de ses re´alisations, nous trouvons une variance du travail Wτ
qui s’exprime d’apre`s les relations (5.45) et (5.46). Un calcul simple conduit finalement
au re´sultat suivant :
σ2> =
〈
(δW>τ )
2
〉
=
〈
(δW<τ0)
2
〉− 2kBT [θ>]ττ0 , (5.58)
ou` [θ>]
τ
τ0
est donne´ par (5.57).
Puisque
〈
(δW<τ0)
2
〉
= −2kBTW<τ0 [cf relation (5.55), ou` W
<
τ0
est donne´e par la
relation (5.53)], nous obtenons finalement
σ2> = −2kBTµ>. (5.59)
The´ore`me de fluctuation transitoire
Afin de de´terminer la valeur de Σ, nous formons le rapport 2µ
σ2
[cf relation (5.28)].
Puisque 〈(δWτ )2〉 = −2kBTW τ , d’apre`s les relations (5.55) et (5.59), nous obtenons
Σ = − 1
kBT
quel que soit τ. (5.60)
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Nous retrouvons donc une valeur de Σ qui correspond pre´cise´ment aux re´sultat de
Cohen et van Zon [vZC03b, vZC03a, vZCC04], et qui est par ailleurs proche de celles
que nous avons observe´es expe´rimentalement au § 5.2.2.
Toutefois, le re´sultat obtenu diffe`re de celui de Cohen et van Zon : en effet, ce
dernier a e´te´ obtenu pour une dynamique de Langevin du deuxie`me ordre, tandis que
Cohen et van Zon conside`rent une dynamique de Langevin du premier ordre.
The´ore`me de fluctuation stationnaire
Afin de de´terminer la valeur de Σ lorsque l’oscillateur e´volue hors d’e´quilibre dans
son re´gime stationnaire, nous calculons la solution stationnaire moyenne θ<(t) de (5.33).
Pour cela, il suffit de poser τ →∞ dans (5.52) ; nous trouvons
θ<(t) =
M0
Cατ0
(
αt− sin 2ϕ) pour t < τ0. (5.61)
La moyenne du travail Wτ se calcule a` nouveau d’apre`s (5.34), et vaut
µ< = W
<
τ = −
M20
2Cτ 20
τ 2. (5.62)
La variance du travailWτ , quant a` elle, est toujours donne´e par (5.55) [ou` µ< est donne´e
par (5.53)]. En formant le rapport 2µ<
σ2<
[cf la relation (5.29)], nous obtenons ainsi
Σ = − 1
kBT
(
1− ǫ(τ)) , avec
ǫ(τ) = 2
sinϕ sin 3ϕ− ατ sin (ατ + 2ϕ) e−γτ − sinϕ sin (ατ + 3ϕ) e−γτ
(ατ)2
.
(5.63)
Comme nous l’avons montre´ au § 5.2.3, cette expression de Σ en fonction de τ
de´crit relativement bien les valeurs expe´rimentales de Σ que nous avons mesure´es (la
comparaison theorie / expe´rience est re´alise´e dans ce meˆme paragraphe).
5.3.3 Dynamique de Langevin du 2e`me ordre : cas du moment
sinuso¨ıdal
Nous concluons notre e´tude des the´ore`mes de fluctuation (5.26) en examinant le cas
des transformations correspondant a` un moment applique´ oscillant
M(t) =M0 sinωt, (5.64)
ou` ω de´signe la fre´quence (angulaire) excitatrice de M(t) et 2π/ω sa pe´riode.
Cette fois-ci, nous examinons le TFS (5.26) : nous conside´rons donc des temps τ
tels que
τ = 2nπ/ω ou` n ∈ N. (5.65)
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En outre, nous utilisons les notations suivantes (voir l’Annexe H pour le de´tail du
calcul) :
θ0 e
iΦ =
M0
I
(
α2 + γ2 − ω2 + 2iγω) ,
̺ eiΨ = γ2 + ω2 − α2 + 2iγα,
(5.66)
ou` α, γ (et ϕ, qui apparaˆıtra par la suite) sont de´finies par les relations (4.60) et (4.61)
du § 4.5 (ces notations sont reprises dans l’Annexe H).
Calcul de la moyenne
Dans ce cas, on peut montrer (cf Annexe H) que la moyenne du travail Wτ vaut
µ =W τ =
1
2
M0θ0ω τ sinΦ. (5.67)
Calcul de la variance
Quant a` la variance σ2 du travail Wτ , on peut montrer qu’elle vaut (cf Annexe H)
σ2 =
〈
(δWτ )
2
〉
= kBT
M20
C
√
α2 + γ2
̺ sinϕ
τ
(
sinΨ +
2ω0
̺τ
[
sin (ατ + 2Ψ− ϕ) e−γτ +
− sin (2Ψ− ϕ)]). (5.68)
The´ore`me de fluctuation stationnaire
En formant le rapport 2µ
σ2
[cf relation (5.28)], nous obtenons une valeur de Σ qui
vaut
Σ = − 1
kBT
(
1− ǫ(τ)) pour τ →∞, avec
ǫ(τ) =
2
τω0 sin 2ϕ
(
sin (2Ψ− ϕ)− sin (ατ + 2Ψ− ϕ) e−γτ
)
.
(5.69)
Cette expression se simplifie dans le cas re´sonnant, ou` nous avons
ǫ(τ) ≃ 1
ω0 cos (ϕ) τ
=
1
γτ
pour ω ≃ ω0, (5.70)
et dans le cas ou` la fre´quence excitatrice du moment applique´ est petite devant α, ou`
nous avons
ǫ(τ) ≃ 4γ
2 − ω20
γω20 τ
pour ω ≪ α =
√
ω20 − γ2. (5.71)
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Concluons en signalant qu’il est possible d’obtenir une expression de ǫ(τ) dans le
cas d’un moment de force oscillant de la forme M(t) = M0
2
(1− cosωt). Dans ce cas, il
est possible de montrer que le travail Wτ = −
∫ t+τ
t
M(t′) θ˙(t′) dt′ fourni a` l’oscillateur
dans l’intervalle de temps (t, t+ τ) est tel que〈
(δWτ )
2
〉
= −2kBT W τ
(
1 + C1 τ
−1 + C2 τ−1 e−γτ
)
, (5.72)
pour des temps τ multiples de la pe´riode du forc¸age.
Les constantes C1 et C2 de´pendent (entre autres) de l’instant de de´part de l’in-
te´gration (via cosωt). Les expressions de C1 et C2 sont un peu lourdes, et nous ne
les reproduisons pas ici, d’autant qu’elles n’apportent pas d’e´le´ments de comparaison
pertinents pour les mesures expose´es au § 5.2.4).
5.4 Re´sume´ des re´sultats obtenus
Dans ce cinquie`me et dernier chapitre, nous avons e´tudie´ expe´rimentalement puis
the´oriquement les fluctuations de la puissance fournie (ainsi que de la chaleur dissipe´e
par) a` de petits oscillateurs me´caniques dissipatifs porte´s hors d’e´quilibre, dans un re´-
gime stationnaire ou transitoire, afin d’e´tudier expe´rimentalement les re´cents the´ore`mes
de fluctuation duˆs a` Gallavotti, Cohen et van Zon.
L’originalite´ de nos mesures tient au fait que la dynamique de notre oscillateur
me´canique amorti correspond a` une dynamique de Langevin du deuxie`me ordre, pour
laquelle il n’existe pas de bases the´oriques suˆres des relations de Gallavotti-Cohen et
de Cohen-van Zon.
Dans nos expe´riences, seule la puissance classique fournie a` l’oscillateur dispose
d’une statistique ade´quate pour tester ces the´ore`mes de fluctuation. En outre, ses den-
site´s de probabilite´ sont toujours gaussiennes, que le syste`me e´volue hors d’e´quilibre
dans un re´gime transitoire ou stationnaire.
Les expe´riences que nous avons re´alise´es mettent clairement en e´vidence la validite´
du the´ore`me de fluctuation transitoire. En outre, elles indiquent que plusieurs proble`mes
restent ouverts en ce qui concerne le the´ore`me de fluctuation stationnaire, dont nous
proposons par ailleurs une e´tude expe´rimentale ine´dite, en envisageant un type de
stationnarite´ tout a` fait diffe´rent.
Enfin, afin de tenter une analyse the´orique de nos mesures, nous avons mode´lise´
la dynamique de notre oscillateur me´canique par une dynamique de Langevin du pre-
mier et du deuxie`me ordre, en nous appuyant sur nos observations expe´rimentales,
qui peuvent se re´sumer aux points suivants : les densite´s de probabilite´ de la puis-
sance classique sont gaussiennes, et les fluctuations de l’oscillateur sont des fluctuations
d’e´quilibre, quelle que soit la transformation envisage´e.
Nous retrouvons ainsi les re´sultats de Cohen et van Zon, dans le cas d’une dyna-
mique de Langevin du premier ordre, et obtenons des expressions analytiques que nous
pouvons comparer aux expe´riences re´alise´es, dans le cas d’une dynamique de Langevin
du deuxie`me ordre.
Toutefois, l’accord expe´rience / the´orie n’est pas tout a` fait convaincant dans le cas
du the´ore`me de fluctuation stationnaire ; nous avons tente´ d’en expliquer les causes
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probables en mentionnant les effets d’e´chantillonnage du dispositif d’acquisition, ainsi
qu’au moyen d’arguments the´orique de nature qualitative.
D’une fac¸on ge´ne´rale, les re´sultats pre´sente´s appellent de nouvelles expe´riences, ainsi
qu’un traitement nume´rique et analytique plus pousse´.
Conclusions et perspectives
Ce travail pre´sente une e´tude expe´rimentale au niveau fondamental des fluctuations
du travail et de la chaleur dans des syte`mes me´caniques hors d’e´quilibre, en vue de vali-
der les approches the´oriques re´centes sur le sujet dues a` Jarzynski, Crooks, Gallavotti,
Cohen, van Zon et leurs collaborateurs.
Depuis les travaux de Clausius et Boltzmann a` la fin du dix-neuvie`me sie`cle, il s’agit
d’un sujet abondamment e´tudie´, tant par inte´reˆt scientifique qu’industriel. Pourtant,
les innombrables e´tudes qui lui sont consacre´es depuis plusieurs anne´es (plus d’un sie`cle
en re´alite´ !) n’offrent a` ce jour aucune me´thode satisfaisante pour e´valuer l’e´nergie libre
et la chaleur d’un syste`me porte´ hors d’e´quilibre.
Les re´cents travaux de Jarzynski, Crooks, Gallavotti, Cohen, van Zon et leurs colla-
borateurs offrent de nouvelles perspectives pour l’e´valuation de la variation de l’e´nergie
libre et de la chaleur d’un syste`me porte´ hors d’e´quilibre.
Dans un premier chapitre, nous avons introduit ces nouveaux concepts et motive´ la
ne´cessite´ de re´aliser des expe´riences afin de tester ces nouveaux re´sultats, en insistant
sur la pertinence d’une e´tude expe´rimentale.
Dans un second chapitre, nous avons de´taille´ le principe ainsi que la re´alisation du
dispositif de mesure : un interfe´rome`tre diffe´rentiel inspire´ de la technique de Nomarski,
permettant de mesurer les de´placements thermiques sub-nanome´triques de petits os-
cillateurs me´caniques dissipatifs.
Confronte´s au proble`me du bruit environnemental, nous avons de´taille´ le principe,
la re´alisation ainsi que la mise en application d’une technique de re´duction du bruit
s’inspirant du filtrage de Wiener, afin de nous affranchir du bruit environnemental
transmis aux syste`mes e´tudie´s, et de rendre la mesure de leurs fluctuations thermiques
a` l’e´quilibre possible.
Les principaux re´sultats des chapitres 2 et 3 montrent que nous sommes effective-
ment capables de mesurer les fluctuations thermiques de petits oscillateurs me´caniques
a` l’e´quilibre, que ces derniers soient immerge´s ou non dans un fluide visqueux, et de
ve´rifier le the´ore`me fluctuation-dissipation avec une erreur infe´rieure a` 5%.
L’erreur en question est essentiellement due a` la calibration de la force applique´e au
syste`me. Pour de´terminer cette dernie`re, il est ne´cesaire de connaˆıtre avec une grande
pre´cision la masse (ou le moment d’inertie) de l’oscillateur. Or, la re´alisation des petits
oscillateurs me´caniques est trop “artisanale” pour qu’on puisse espe´rer calibrer la force
applique´e a` ces derniers avec une erreur infe´rieure a` 5%. Notamment, la masse (ou
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l’inertie) des oscillateurs est domine´e par la masse (ou l’inertie) du miroir en flexion
(ou en torsion) ; il en re´sulte que la distribution massique de l’oscillateur est faiblement
inhomoge`ne, du fait du dispositif de forc¸age solidaire du miroir. Ces inhomoge´ne´ite´s
jouent un roˆle non ne´gligeable au niveau de la sensibilite´ de nos mesures, et rendent la
calibration de la force applique´e a` l’oscillateur de´licate.
Une fabrication en se´rie des oscillateurs, avec un design compact, une syme´trie par-
faite et des distributions massiques bien controˆle´es peut eˆtre envisage´e afin de re´soudre
ce proble`me. Une telle de´marche permettrait du meˆme coup de re´soudre le proble`me
du collage de l’oscillateur, qui est a` l’origine d’autres proble`mes (outre la calibration
de la force applique´e au syste`me), notamment de durabilite´ et de stabilite´ des oscilla-
teurs. Ce point semble d’autant plus important si l’on de´sire e´tudier la dynamique hors
d’e´quilibre de syste`mes vieillissants.
Un autre aspect de la question concerne la technique de re´duction du bruit. Celle-ci
gagnerait en performance si l’on alimentait l’interfe´rome`tre qui permet de mesurer le
bruit transmis au syste`me avec un laser qui se caracte´rise par les meˆmes performances
de stabilite´ que le laser He-Ne Melles Griot que nous avons utilise´ pour mesurer les
fluctuations thermiques des oscillateurs me´caniques.
En outre, poursuivre un effort de recherche au niveau de l’isolation du dispositif
expe´rimental semble indispensable si l’on de´sire e´tudier la dynamique hors d’e´quilibre
de syste`mes vieillissants. En effet, l’e´tude expe´rimentale des modes de relaxation a`
basses (voire tre`s basses) fre´quences d’un syste`me vieillissant ne´cessite une excellente
isolation du dispositif expe´rimental a` tre`s basse fre´quence. Combine´e a` une ame´liora-
tion de la technique de re´duction du bruit, une ame´lioration des dispositifs d’isolation
“classiques” du montage doit permettre une telle e´tude, et ouvrir de nouvelles perspec-
tives de recherche, qui ne peuvent actuellement eˆtre envisage´es ni nume´riquement, ni
the´oriquement.
Dans un quatrie`me chapitre, nous avons e´tudie´ expe´rimentalement puis the´orique-
ment les fluctuations du travail de petits oscillateurs me´caniques dissipatifs porte´s hors
d’e´quilibre, entre deux e´tats d’e´quilibre, afin d’e´valuer la variation d’e´nergie libre du
syste`me d’apre`s les re´sultats de Jarzynski et Crooks. Nous avons compare´ cette dernie`re
a` un estimateur classique, en re´alisant plusieurs expe´riences afin de sonder les diffe´rents
re´gimes du syste`me expe´rimental : transformation re´versibles, faiblement irre´versibles
puis irre´versibles.
Notre e´tude expe´rimentale des relations de Jarzynski et Crooks a permis de trancher
partiellement le de´bat re´cemment amorce´ par Cohen et ses collaborateurs : quelle que
soient les transformations envisage´es dans nos expe´riences, les re´sultats de Jarzynski et
Crooks sont ve´rifie´s avec une excellente pre´cision, aux erreurs de mesure pre`s (voir plus
haut : calibration de la force, etc.). En outre, les distributions du travail sont toujours
gaussiennes, quelle que soit la nature de la transformation envisage´e.
Par ailleurs, nous avons mis en e´vidence la supe´riorite´ du the´ore`me de fluctuation
de Crooks, qui permet d’identifier le point de croisement des densite´s de probabilite´
directe et renverse´e du travail avec la variation d’e´nergie du syste`me, et propose´ une
me´thode alternative pour de´terminer la variation d’e´nergie libre du syste`me, en tirant
profit du point de croisement des densite´s de probabilite´ directe et renverse´e du travail
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classique, lorsque ces dernie`res sont gaussiennes.
Enfin, nous avons analyse´ nos re´sultats expe´rimentaux a` partir d’une dynamique
de Langevin du premier et du deuxie`me ordre, en nous appuyant sur nos observations
expe´rimentales, qui peuvent se re´sumer aux points suivants : les densite´s de probabilite´
du travail sont gaussiennes, et les fluctuations de l’oscillateur sont des fluctuations
d’e´quilibre, quelle que soit la transformation envisage´e.
Nous avons ainsi montre´ que l’e´galite´ de Jarzynski est toujours ve´rifie´e lorsque le
travail a une distribution gaussienne, quelles que soient l’amplitude et la vitesse de
variation de la force applique´e.
Toutefois, on pourrait penser que le test expe´rimental que nous avons re´alise´ est
limite´ a` une classe de syste`mes extreˆmement restreinte. Notamment, la premie`re ques-
tion qui vient a` l’esprit est “que se passe-t-il pour des distributions du travail non
gaussiennes”? Nous n’apportons pas de re´ponse a` cette question, et le de´bat reste
ouvert.
Dans notre cas, la seule alternative consiste manifestement a` forcer l’oscillateur de
fac¸on non line´aire. Or re´aliser une non line´arite´ a` ce niveau de sensibilite´ est une taˆche
extreˆmement complique´e, que je ne suis pas parvenu a` accomplir. Il serait toutefois
inte´ressant de tester les relations de Jarzynski et Crooks dans un tel cas, au moyen
d’un couplage e´lectrostatique ou en exploitant l’effet Casimir.
Quant a` l’alternative qui consisterait a` forcer l’oscillateur a` tre`s grande amplitude,
nous avons montre´ expe´rimentalement, et au moyen d’arguments the´oriques de nature
qualitative, qu’elle conduit, pour peu que les distributions du travail soient gaussiennes,
a` l’impossibilite´ pure et simple de de´terminer le point de croisement de ces dernie`res,
et donc de tester les relations de Jarzynski et Crooks.
Dans un cinquie`me et dernier chapitre, nous avons e´tudie´ expe´rimentalement puis
the´oriquement les fluctuations de la puissance fournie (ainsi que de la chaleur dissipe´e
par) a` de petits oscillateurs me´caniques dissipatifs porte´s hors d’e´quilibre, dans un re´-
gime stationnaire ou transitoire, afin d’e´tudier expe´rimentalement les re´cents the´ore`mes
de fluctuation duˆs a` Gallavotti, Cohen et van Zon.
L’originalite´ de nos mesures tient au fait que la dynamique de notre oscillateur
me´canique amorti correspond a` une dynamique de Langevin du deuxie`me ordre, pour
laquelle il n’existe pas de bases the´oriques suˆres des relations de Gallavotti-Cohen et
de Cohen-van Zon.
Dans nos expe´riences, seule la puissance classique fournie a` l’oscillateur dispose
d’une statistique ade´quate pour tester ces the´ore`mes de fluctuation. En outre, ses den-
site´s de probabilite´ sont toujours gaussiennes, que le syste`me e´volue hors d’e´quilibre
dans un re´gime transitoire ou stationnaire.
Les expe´riences que nous avons re´alise´es mettent clairement en e´vidence la validite´
du the´ore`me de fluctuation transitoire. En outre, elles indiquent que plusieurs proble`mes
restent ouverts en ce qui concerne le the´ore`me de fluctuation stationnaire, dont nous
proposons par ailleurs une e´tude expe´rimentale ine´dite, en envisageant un type de
stationnarite´ tout a` fait diffe´rent.
Enfin, afin de tenter une analyse the´orique de nos mesures, nous avons mode´lise´
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la dynamique de notre oscillateur me´canique par une dynamique de Langevin du pre-
mier et du deuxie`me ordre, en nous appuyant sur nos observations expe´rimentales,
qui peuvent se re´sumer aux points suivants : les densite´s de probabilite´ de la puis-
sance classique sont gaussiennes, et les fluctuations de l’oscillateur sont des fluctuations
d’e´quilibre, quelle que soit la transformation envisage´e.
Nous retrouvons ainsi les re´sultats de Cohen et van Zon, dans le cas d’une dyna-
mique de Langevin du premier ordre, et obtenons des expressions analytiques que nous
pouvons comparer aux expe´riences re´alise´es, dans le cas d’une dynamique de Langevin
du deuxie`me ordre.
Toutefois, l’accord expe´rience / the´orie n’est pas tout a` fait convaincant dans le cas
du the´ore`me de fluctuation stationnaire ; nous avons tente´ d’en expliquer les causes
probables en mentionnant les effets d’e´chantillonnage du dispositif d’acquisition, ainsi
qu’au moyen d’arguments the´orique de nature qualitative.
D’une fac¸on ge´ne´rale, les re´sultats pre´sente´s appellent de nouvelles expe´riences, ainsi
qu’un traitement nume´rique et analytique plus pousse´.
Annexe A
Courants de Foucaults et e´paisseur
de peau
Conside´rons un conducteur semi-infini dans la direction z > 0, de conductivite´
e´lectrique σ et perme´abilite´ magne´tique µ homoge`nes, comme l’indique la fig.A. Dans
le cas ou` un champ magne´tique homoge`ne Hx(t) = H0 cosωt est applique´ dans la
direction x au niveau de la surface z = 0 du mate´riau, on peut montrer qu’en re´gime
quasi-stationnaire les champs magne´tique et e´lectrique a` l’inte´rieur du mate´riau valent
respectivement [Jac98, LL84, PP62]
Hx(z, t) = H0 e
−z/δ cos (z/δ − ωt) (A.1)
Ey(z, t) = H0
µωδ√
2
e−z/δ cos (z/δ − ωt+ 3π/4), (A.2)
ou` δ de´signe l’“e´paisseur de peau”, de´finie par
δ =
√
2
µσω
. (A.3)
L’e´paisseur de peau δ controˆle les variations spatiales des champs magne´tique et
e´lectrique a` l’inte´rieur du mate´riau dans la direction z : ces derniers sont essentiellement
localise´s dans la re´gion z < O(δ), dans le rapport
Ey/cµHx = O(ωδ/c)≪ 1. (A.4)
Hx = H0 cosωt µ0
µ, σδ
x
z
Fig. A.1 – Application d’un champ magne´tique homoge`ne Hx(t) = H0 cosωt a` la
surface z = 0 d’un mate´riau magne´tique conducteur semi-infini. Les champs induits
dans le mate´riau sont essentiellement localise´s dans la re´gion z < O(δ).
173
174 Fluctuations dans des syte`mes hors d’e´quilibre
Le champ induit dans le mate´riau est donc essentiellement magne´tique. Le champ
e´lectrique, quant a` lui, a pour effet de dissiper de l’e´nergie dans le conducteur. En effet,
la densite´ de courant associe´e a` la petite composante du champ e´lectrique vaut d’apre`s
la loi d’Ohm
Jy = σEy =
√
2
δ
H0 e
−z/δ cos (z/δ − ωt+ 3π/4), (A.5)
de sorte que la puissance re´sisitive dissipe´e en moyenne dans le conducteur vaut
Pre´sistive = 〈J·E〉 = 1
2
µωH20 e
−2z/δ. (A.6)
C’est une fonction qui croˆıt line´airement avec la perme´abilite´ magne´tique du mate´-
riau et la fre´quence excitatrice du champ, quadratiquement avec l’amplitude du champ
magne´tique, et de´croˆıt exponentiellement avec la distance z sur une distance de l’ordre
de O(δ), δ e´tant elle-meˆme fonction de la fre´quence excitatrice du champ ainsi que de
la conductivite´ e´lectrique et de la perme´abilite´ magne´tique du mate´riau [cf (A.3)].
Par conse´quent, si l’on tient a` maximiser les pertes dans le mate´riau, il faut que
ce dernier soit un excellent conducteur (i.e. σ et µ les plus e´leve´es possibles) et que
le champ excitateur soit de forte amplitude et de fre´quence la plus basse possible.
Ce me´canisme est, par exemple, a` la base du fonctionnement des fours a` induction
(ge´ne´ralement re´alise´s en acier) et des fours a` micro-ondes.
Un autre aspect de la question est l’e´crantage de champs e´lectromagne´tiques exte´-
rieurs au moyen du conducteur conside´re´ : dans ce cas, c’est l’e´paisseur de peau δ qu’il
convient de minimiser. Ce me´canisme est, par exemple, a` la base de la re´alisation des
cages de Faraday [Ets02]. Cependant, meˆme avec d’excellents conducteurs (tels que σ
et µ soient les plus e´leve´es possibles), c’est une taˆche difficile a` re´aliser si la fre´quence
(ou le spectre de fre´quences) du champ excitateur est basse1. Fixons les ide´es : sous les
hypothe`ses pose´es, pour de l’eau de mer δ ≃ 240/√ν, soit 759 m a` 0.1 Hz, tandis que
pour du cuivre a` tempe´rature ambiante2 δ = 6.52× 10−2/√ν, soit 20.6 cm a` 0.1 Hz.
1Cela de´pend e´videmment du contexte envisage´. Un mate´riau couramment utilise´ dans le blindage
magne´tique est le µ-me´tal, alliage doux a` haute teneur en nickel (Ni77Fe14Cu5Mo4) de perme´abilite´
magne´tique µ = (6-24)× 104 µ0 [Goo].
2σ−1Cu = 1.68× 10−8 Ωm.
Annexe B
Moments et cumulants associe´s a`
une variable ale´atoire
Soit X une variable ale´atoire de densite´ de probabilite´ PX. On appelle fonction
caracte´ristique de X (ou fonction ge´ne´ratrice des moments de X), et on note ϕX, la
transforme´e de Fourier de PX
ϕX(k) = E(e
ikX) =
∫
eikx PX(x) dx = P̂X(k). (B.1)
Si ϕX(k) admet un de´veloppement en se´rie entie`re au voisinage de k = 0
ϕX(k) = ϕX(0) + k ϕ
′
X(0) +
k2
2!
ϕ′′X(0) + · · ·+
kn
n!
ϕ
(n)
X (0) + . . . (B.2)
alors
ϕ
(n)
X (0) = i
n E(Xn) et ϕX(k) =
∞∑
0
(ik)n
n!
E(Xn), (B.3)
avec ϕX(0) = 1. On retrouve donc les moments d’ordre n de X, Mn = E(X
n) =∫
xn PX(x) dx, en prenant la de´rive´e n
ie`me de ϕX(k) e´value´e en k = 0
1.
On appelle fonction ge´ne´ratrice des cumulants de X, et on note ψX(k), le logarithme
ne´pe´rien de ϕX. A nouveau, si ψX(k) admet un de´veloppement en se´rie entie`re au
voisinage de k = 0, on a
ψX(k) = lnϕX(k) =
∞∑
1
(ik)n
n!
Cn avec ψ
(n)
X (0) = i
nCn, (B.4)
ou` les coefficients Cn sont les cumulants d’ordre n de X.
1Pour une variable ale´atoire X (i) distribue´e uniforme´ment sur [−a, a] : ϕX(k) = sin akak , (ii) normale
N(0, 1) : ϕX(k) = e
−k2/2, (iii) normale N(µ, σ2) : ϕX(k) = eiµk−σ
2k2/2, (iv) exponentielle (λ) : ϕX(k) =
λ
λ−ik , (v) gamma (α, β) : ϕX(k) =
βα
(β−ik)α (cf [JP03, BL67, BLF53, Pap91], par exemple).
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Par exemple, les six premiers cumulants de X s’e´crivent
C1 =M1,
C2 =M2 −M21 ,
C3 =M3 − 3M2M1 + 2M31 ,
C4 =M4 − 4M3M1 − 3M22 + 12M2M21 − 6M41 ,
C5 =M5 − 5M4M1 − 10M3M2 + 20M3M31 + 30M22M1 − 60M2M31 + 24M51 ,
C6 =M6 − 6M5M1 − 15M4M2 + 30M4M21 − 10M23 + 120M3M2M1
− 120M3M31 + 30M32 − 270M22M21 + 360M2M41 − 120M61 .
(B.5)
Noter que dans le cas particulier d’une distribution PX gaussienne, seuls les deux
premiers cumulants C1 et C2 sont non nuls.
Les moments et cumulants d’ordres e´leve´s servent a` de´crire le comportement des
e´veˆnements rares d’une distribution de probabilite´. L’utilisation des cumulants est in-
te´ressante lorsqu’on ajoute des variables ale´atoires inde´pendantes. En effet, si X et Y
sont deux variables ale´atoires inde´pendantes et Z = X+Y, alors la fonction ge´ne´ratrice
des moments de Z s’e´crit
ϕZ(k) = E(e
ikZ) = E(eik[X+Y]) = E(eikX) E(eikY) = ϕX(k)ϕY(k). (B.6)
L’expression des moments de Z en fonction de ceux de X et Y n’est donc pas simple.
En revanche, nous avons
ψZ(k) = ψX(k) + ψY(k), (B.7)
de sorte que le cumulant d’ordre n de Z est la somme des cumulants d’ordre n de X et
Y.
Annexe C
The´orie thermodynamique des
perturbations : cas quantique
A la place de (4.1) on doit e´crire une expression analogue pour l’hamiltonien
Hˆ = Hˆ0 + Vˆ . (C.1)
Selon la the´orie quantique des perturbations [LL75, Mes95, Mer98], les niveaux d’e´ner-
gie du syste`me perturbe´ sont donne´s, aux corrections de deuxie`me approximation pre`s,
par l’expression
En = E
0
n + Vnn +
∑
k 6=n
|Vnk|2
E0n − E0k
+ . . . (C.2)
ou` E0n sont les niveaux d’e´nergie non perturbe´s (par hypothe`se non de´ge´ne´re´s, de fonc-
tion d’onde ϕ0n) et Vnk = 〈ϕ0n|V |ϕ0k〉. L’expression (C.2) doit eˆtre porte´e dans la formule
Z = e−βF =
∑
e−βEn , (C.3)
puis de´veloppe´e comme on l’a fait dans le cas classique. Un calcul simple conduit au
re´sultat suivant :
F = F0 +
∑
Vnnwn +
∑
k 6=n
|Vnk|2wn
E0n − E0k
− β
2
∑
(Vnn)
2wn +
β
2
(∑
Vnnwn
)2
+ . . . (C.4)
ou` wn = e
β(F0−E0n) est la distribution de Gibbs non perturbe´e.
L’e´le´ment de matrice diagonal Vnn repre´sente la valeur moyenne de l’e´nergie de
perturbation V dans un e´tat quantique n. De ce fait, la somme∑
Vnnwn = 〈V 〉0 (C.5)
repre´sente la moyenne totale de V prise sur l’e´tat quantique du corps et sur la dis-
tribution statistique (non perturbe´e) suivant les divers e´tats quantiques. Cette valeur
de´termine la correction de premie`re approximation a` l’e´nergie libre F0. Ce re´sultat
co¨ıncide formellement avec le re´sultat classique (4.6).
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Re´e´crivons la formule (C.4) sous la forme suivante
F = F0 + 〈V 〉0 − 1
2
∑
k 6=n
|Vnk|2(wk − wn)
E0n − E0k
− β
2
〈
(Vnn − 〈V 〉0)2
〉
0
+ . . . (C.6)
Dans cette expression, tous les termes du second ordre sont ne´gatifs (puisque wk−wn est
du meˆme signe que E0n−E0k) ; par conse´quent, la correction de deuxie`me approximation
a` l’e´nergie libre est ne´gative dans le cas quantique, comme dans le cas classique.
Comme dans le cas pre´ce´dent, cette me´thode n’est valable que si l’e´nergie de per-
turbation (rapporte´e a` une particule) est petite devant kBT . Or pour que la the´orie
quantique des perturbations [qui conduit a` l’expression (C.2) pour les niveaux d’e´nergie
En] soit valable, il faut que les e´le´ments de matrice de la perturbation soient petits de-
vant les diffe´rences des niveaux d’e´nergie correspondants ; on peut dire que l’e´nergie de
perturbation doit eˆtre petite devant les diffe´rences des niveaux d’e´nergie entre lesquels
peuvent se produire des transitions quantiques1.
Ces deux conditions ne co¨ıncident pas, puisque la tempe´rature n’a aucun rapport
avec les niveaux d’e´nergie du corps. Il peut arriver que l’e´nergie de perturbation soit
petite devant kBT , mais ne le soit pas devant les diffe´rences significatives entre les ni-
veaux d’e´nergie. Dans ce cas, le re´sultat (C.6) reste valable pour le calcul des grandeurs
thermodynamiques, tandis que la formule (C.2) ne l’est pas pour le calcul des niveaux
d’e´nergie. Cela signifie que les limites de convergence du de´veloppement (C.6) peuvent
eˆtre plus larges que celles de (C.2). (On connaˆıt naturellement des cas contraires a`
basse tempe´rature.)
La formule (C.6) se simplifie notablement lorsque aussi bien l’e´nergie de pertur-
bation que les diffe´rences entre les niveaux d’e´nergie sont petites par rapport a` kBT .
En de´veloppant la diffe´rence wk − wn figurant dans (C.6) suivant les puissances de
β(E0n − E0k), on obtient alors
F = F0 + 〈V 〉0 − β
2
(∑
k 6=n
〈|Vnk|2〉0 +
〈
(Vnn − 〈V 〉0)2
〉
0
)
+ . . . (C.7)
Or, selon la re`gle de multiplication des matrices2
∑
k 6=n |Vnk|2 + V 2nn =
∑
k |Vnk|2 =
(V 2)nn, de sorte que
F = F0 + 〈V 〉0 − β
2
〈
(V − 〈V 〉0)2
〉
0
+ . . . (C.8)
On a donc obtenu une expression qui co¨ıncide formellement avec la formule classique
(4.6). Ce de´veloppement de l’e´nergie libre peut manifestement eˆtre e´tendu, comme dans
le cas classique, a` tous les ordres de la perturbation V , de fac¸on a` obtenir une expression
similaire a` (4.3) et (4.4). Par exemple, l’ordre suivant du de´veloppement (C.8) s’obtient
en portant la correction d’ordre trois
E(3)n =
∑
k,m6=n
VnmVmkVkn
(Em0 − En0 )(Ek0 − En0 )
− Vnn
∑
m6=n
|Vnm|2
(Em0 − En0 )2
1Ce sont en ge´ne´ral des transitions qui n’affectent les e´tats que d’un petit nombre de particules du
corps.
2V est auto-adjoint : Vnk = V
∗
kn.
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dans l’expression (C.2) des niveaux d’e´nergie perturbe´s du corps. Un calcul (laborieux)
permet alors d’obtenir
F = F0 + 〈V 〉0 − β
2
〈
(V − 〈V 〉0)2
〉
0
+
β2
3!
(〈V 3〉0 − 3 〈V 2〉0〈V 〉0 + 2 〈V 〉30)+ . . .
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Annexe D
Travail thermodynamique : exemple
de la pression
L’e´nergie E du corps conside´re´e comme grandeur thermodynamique posse`de la pro-
pie´te´ d’additivite´ : l’e´nergie du corps est e´gale a` la somme des e´nergies de ses parties
constitutives (macroscopiques)1. L’entropie, qui est une autre grandeur fondamentale
de la thermodynamique, jouit de la meˆme proprie´te´.
L’additivite´ de l’e´nergie et de l’entropie conduit a` un re´sultat important. Lorsqu’un
corps est en e´quilibre thermique, on peut affirmer que pour une e´nergie donne´e, son
entropie (ou pour une entropie donne´e, son e´nergie) de´pend du volume du corps et ne
de´pend pas de sa forme2. Tout changement de forme d’un corps peut eˆtre conside´re´
comme une permutation de ses diffe´rentes parties ; l’e´nergie et l’entropie e´tant des
grandeurs additives, elles n’en sont pas affecte´es. On suppose naturellement que le
corps n’est pas soumis a` un champ de forces exte´rieur lors de sa de´formation, de sorte
que les de´placements des diffe´rentes parties du corps ne s’accompagnent pas d’une
variation de leurs e´nergies.
Par conse´quent, l’e´tat macroscopique d’un corps immobile se trouvant dans un e´tat
d’e´quilibre ne de´pend que de deux grandeurs : le volume et l’e´nergie, par exemple.
Toutes les autres grandeurs thermodynamiques peuvent eˆtre exprime´es en fonction de
ces deux grandeurs3.
Calculons la force qu’exerce un corps sur la surface qui le de´limite. Selon la me´ca-
nique, la force applique´e a` un e´le´ment de surface dS est e´gale a`
F = −∂E(p, q; r)
∂r
, (D.1)
1Dans la mesure ou` l’on ne´glige l’e´nergie d’interaction de ces parties ; on ne peut le faire lorsqu’on
e´tudie des phe´nome`nes qui sont lie´s a` l’existence de surfaces de se´paration entre les diffe´rentes parties
du corps.
2Ces propositions s’appliquent en fait aux liquides et aux gaz, mais ne s’appliquent pas aux solides.
Pour changer la forme d’un corps solide (pour le de´former) il faut de´penser un certain travail, ce
qui implique que son e´nergie varie. Cela tient a` ce qu’a` l’e´tat de´forme´, un solide ne se trouve pas
en e´quilibre thermodynamique complet (le temps de relaxation ne´cessaire pour arriver a` l’e´quilibre
complet est tellement grand qu’a` de nombreux points de vue un corps de´forme´ se comporte comme
s’il e´tait a` l’e´quilibre).
3Il est e´vident que l’existence d’une de´pendance mutuelle des diffe´rentes grandeurs thermodyna-
miques permet de choisir pour variables inde´pendantes n’importe quel couple de grandeurs.
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ou` E(p, q; r) est l’e´nergie du corps exprime´e en fonction des coordonne´es et des impul-
sions des particules ainsi que du rayon vecteur de l’e´le´ment de surface conside´re´ ; ce
dernier joue ici le roˆle de parame`tre exte´rieur. En faisant la moyenne sur cette e´galite´,
on obtient le re´sultat suivant :
F = −∂E(p, q; r)
∂r
= −
(
∂E
∂r
)
S
= −
(
∂E
∂V
)
S
∂V
∂r
, (D.2)
ou` V de´signe le volume du corps conside´re´. Comme une variation de volume est e´gale
a` dS · dr, dS e´tant un e´le´ment de surface, ∂V
∂r
= dS et par suite
F = −
(
∂E
∂V
)
S
dS. (D.3)
Cette formule montre que la force moyenne s’exerc¸ant sur un e´le´ment de surface est
oriente´e suivant la normale a` cet e´le´ment, et que sa valeur est proportionnelle a` l’aire
de cet e´le´ment de surface (loi de Pascal). La valeur absolue de la force s’exerc¸ant par
unite´ de surface de´finit la pression
P = −
(
∂E
∂V
)
S
. (D.4)
Annexe E
Dynamique de Langevin, relations
de Jarzynski et Crooks
Dans cet appendice, que je dois inte´gralement a` Krzysztof Gawe¸dzki (re´sultat non
publie´ [Gaw05]), nous donnons une preuve claire et (relativement) simple des re´sultats
de Jarzynski et Crooks dans le cadre d’une dynamique de Langevin.
Nous montrons que ces deux re´sultats, celui de Crooks impliquant celui de Jar-
zynski, sont la conse´quence d’un the´ore`me plus ge´ne´ral de fluctuation de´taille´. Cet
appendice se justifie par le fait que la litte´rature relevant de la question est soit peu
claire (de´monstrations peu convaincantes, hypothe`ses peu claires1), soit trop compli-
que´e (relevant de la physique mathe´matique). En outre, en quelques pages, dont la
compre´hension est relativement aise´e2, nous de´montrons les re´sultats de Jarzynski et
Crooks, qui sont e´tablis tout au long d’une bonne quinzaine de publications [Jar97a,
Jar97b, Cro98, Jar98, Kur98, Cro99, MJ99, JM99, Jar99, Mae99, Cro00, Jar00, Kur01,
Jar02, Muk03, JW04, CM04, Jar04].
E.1 Dynamique de Langevin
Conside´rons un corps a` n degre´s de liberte´s q = (q1, . . . , qn), de moments conjugue´s
p = (p1, . . . , pn), et dont le hamiltonien Ht(x) = Ht(q, p) peut e´ventuellement de´pendre
explicitement du temps ; ce sera notamment le cas si une force variable dans le temps
est applique´e au corps conside´re´, de fac¸on a` le mettre dans un e´tat de mouvement
macroscopique, par exemple. Nous conside´rons que ce dernier est en contact avec un
thermostat de tempe´rature T (nous notons β = 1
kBT
), et nous mode´lisons l’e´volution
temporelle de ses degre´s de liberte´ x = (q, p) par la dynamique de Langevin3
dxi
dt
= −Γij ∂jHt +Πij ∂jHt + ζ i, (E.1)
1Cette opinion n’engage que moi.
2Techniquement, il suffit de connaˆıtre les e´quations de Hamilton, la distribution de Gibbs ainsi que
l’exponentielle ordonne´e.
3Nous adoptons la convention de sommation d’Einstein : un indice re´pe´te´ deux fois est implicitement
somme´.
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ou` ζ(t) est un bruit blanc, de´fini par sa fonction d’autocorre´lation
E
[
ζ i(t) ζj(t′)
]
= 2β−1Γij δ(t− t′).
Ici et plus loin nous notons ∂i =
∂
∂xi
, ou` les indices i, j = 1, . . . , 2n, sauf mention
explicite du contraire. La matrice Γ, de dimensions 2n× 2n, repre´sente les coefficients
de viscosite´ des forces de frottement visqueux s’exerc¸ant sur les particules constituant le
corps tandis que la matrice Π, de dimensions 2n×2n, assure la structure hamiltonienne
de (E.1) (i.e. q˙i = ∂Ht
∂pi
et p˙i = −∂Ht∂qi ). En e´crivant se´pare´ment les coordonne´es q des
particules constituant le corps ainsi que leurs moments p, nous avons
Γ =
(
0 0
0 γ
)
, Π =
(
0 I
−I 0
)
, Ht =
1
2
p ·m−1p+ Vt(q),
ou` les matrices γ et m−1, de dimensions n×n, re´elles et de´finies positives, repre´sentent
respectivement les coefficients de viscosite´ γij des forces de frottement visqueux s’exer-
c¸ant sur les particules constituant le corps ainsi que les masses mij de ces dernie`res
(i, j = 1, . . . , n ; I de´signe la matrice identite´ n× n). L’e´quation de Langevin (E.1) est
donc une e´criture compacte des e´quations de Hamilton
dqi
dt
= (m−1)ijpj,
dpi
dt
= −γik(m−1)kjpj − ∂iVt(q) + ζi, (E.2)
ou` le bruit blanc ζ(t) est de´fini par sa fonction d’autocorre´lation
E [ζi(t) ζj(t
′)] = 2β−1γij δ(t− t′),
avec i, j, k = 1, . . . , n.
Ceci e´tant, une fois la condition initiale x0 = ξ fixe´e, l’e´quation de Langevin (E.1)
de´finit un processus de Markov xt pour t ≥ 0. Nous notons Eξ l’espe´rance mathe´matique
(conditionnelle) relative a` la donne´e de cette condition initiale, et nous de´finissons les
probabilite´s de transition de l’observable f(xt) de l’e´tat initial ξ vers les e´tats finals η
par
Eξ [f(xt)] =
∫
Pt(ξ, η) f(η) dη
def
= (Ptf)(ξ),
ou` les probabilite´s de transition Pt(ξ, η) dη sont normalise´es de telle sorte que
∫
Pt(ξ, η)
dη = 1 et de´finissent de manie`re implicite l’“ope´rateur d’e´volution” Pt.
On peut de´terminer ce dernier en remarquant que l’e´quation de Langevin (E.1)
implique que
d
dt
Eξ [f(xt)] = Eξ(Ltf)(xt),
ou` Lt est le ge´ne´rateur
4 de l’e´quation (E.1)
Lt = β
−1(∂i − β∂iHt)Γij∂j − (∂iHt)Πij∂j,
4Le calcul du ge´ne´rateur Lt, de´fini par ∂t 〈f(x)〉 = 〈(Lf)(x)〉, est technique et requiert le choix
d’une convention (Itoˆ, Stratonovich, anti-Itoˆ, etc.) pour le calcul des inte´grales stochastiques de la
forme
∫ t
0
ζi(s) ∂if(xs) ds. Nous choisissons la convention d’Itoˆ, pour laquelle
∫ t
0
ζi(s) ∂if(xs) ds =
lim
∑∫ tn+1
tn
ζi(s) ∂if(xtn) ds, ou` 0 = t0 < t1 < · · · < tn = t (cf Appendice A de [FGV01]). Signalons
enfin, afin de faciliter la lecture des calculs qui suivent, que s’il existe une mesure invariante P(x) dx telle
que 〈f(x)〉 = ∫ f(x) P(x) dx, alors on doit avoir ∂t 〈f(x)〉 = ∫ (Lf)(x) P(x) dx = ∫ f(x) (L†P)(x) dx =
0, c’est-a`-dire L†P(x) = 0 (L† est l’adjoint de L).
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de sorte que l’e´volution temporelle de l’ope´rateur d’e´volution Pt est donne´e par la
relation
∂tPt = PtLt.
Il est bien connu, notamment en me´canique quantique [Mes95, Mer98], que la solution
de cette e´quation correspondant a` la condition initiale x0 = ξ peut s’e´crire symbolique-
ment comme l’exponentielle ordonne´e
Pt = T e
R t
0 Ls ds =
∞∑
n=0
∫
0≤s1≤···≤sn≤t
Ls1 . . . Lsn ds1 . . . dsn, (E.3)
ou` T de´signe le produit chronologique et P0 [premier terme du de´veloppement (E.3)]
l’ope´rateur identite´.
E.2 Mesures de Gibbs et bilan de´taille´
Conside´rons tout d’abord le cas ou` le hamiltonien du corps conside´re´ est inde´pen-
dant du temps, ce que nous notons Ht = H, et supposons que la distribution de l’e´tat
initial ξ est une distribution (d’e´quilibre) de Gibbs
Z−1 e−βH(ξ) dξ,
ou` Z =
∫
e−βH(ξ) dξ est la fonction de partition. Dans ce cas, la mesure de Gibbs
initiale est invariante sous l’e´volution de xt (c’est le re´sultat bien connu de Liouville
[LL94, Wan87, Hua63]). Autrement dit, si le processus xt est initialement de´crit par
une distribution de Gibbs, il en ira de meˆme aux instants ulte´rieurs ou` les e´tats η
auront pour distribution
Z−1
[∫
e−βH(ξ) Pt(ξ, η) dξ
]
dη = Z−1 e−βH(η) dη.
Cette dernie`re e´galite´ peut s’obtenir5 en inse´rant dans le membre de gauche l’expression
(E.3) de Pt(ξ, η), et en remarquant que la quantite´ e
−βH est annihile´e par le ge´ne´rateur
hermitien conjugue´ de l’e´quation de Langevin6 (E.1)
L† = β−1∂iΓij(∂j + β∂jH) + (∂iH)Πij∂j.
En outre, dans le cas particulier ou` Π = 0, ce dernier satisfait la relation
L† = e−βHL eβH , (E.4)
5Comme nous l’avons mentionne´, ce re´sultat est une conse´quence du the´ore`me de Liouville ; la
me´thode que nous exposons servira de base dans le cas ou` le hamiltonien du corps conside´re´ de´pend
explicitement du temps.
6On obtient ainsi Z−1
[∫
e−βH(ξ) T e
R
t
0
Ls ds dξ
]
dη, de sorte que le ge´ne´rateur L ope`re a` gauche sur
H. Puisque L†H = 0⇔ HL = 0, seul l’ope´rateur identite´ P0 = δ(ξ − η) correspondant a` la condition
initiale x0 = ξ survit dans l’exponentielle ordonne´e.
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qui implique
e−βH Pt eβH = P
†
t ⇐⇒ e−βH(ξ) Pt(ξ, η) = e−βH(η) Pt(η, ξ). (E.5)
Nous reconnaissons la fameuse relation de bilan de´taille´ [DGLR89, Der04], qui implique
notamment la conservation de la mesure de Gibbs.
Le cas Π 6= 0 peut se traiter de la manie`re suivante [Gal99a, Gal99b]. Nous sup-
posons qu’il existe une application de renversement du temps Θ : x 7→ x∗ = (q,−p)
qui renverse la trajectoire x en laissant invariant H, c’est-a`-dire commutant avec Γ et
anti-commutant avec Π, et telle que Θ2 = 1 (l’application Θ pre´serve la conservation
du volume dans l’espace des phases). Dans ce cas, l’e´quation (E.4) est remplace´e par
la relation
ΘL†Θ = e−βHL eβH , (E.6)
de sorte qu’en comparant la distribution d’une trajectoire x avec celle de sa renverse´e
Θx = x∗, nous obtenons la relation de bilan de´taille´
e−βH Pt eβH = ΘP
†
tΘ ⇐⇒ e−βH(ξ) Pt(ξ, η) = e−βH(η) Pt(η∗, ξ∗), (E.7)
qui, comme dans le cas pre´ce´dent (Π = 0), pre´serve la mesure de Gibbs initiale.
Dans le cas ou` le hamiltonienHt de´pend explicitement du temps, la mesure de Gibbs
initiale correspondant a` la condition initiale x0 = ξ n’est pas pre´serve´e par l’e´volution
de xt aux temps t > 0. Nous allons montrer comment on peut obtenir dans un tel cas
une relation de bilan de´taille´ analogue a` (E.5) et (E.7).
Supposons a` nouveau qu’a` l’instant initial t = 0, correspondant a` la condition
initiale x0 = ξ, la distribution de l’e´tat initial ξ est une distribution (d’e´quilibre) de
Gibbs
Z−10 e
−βH0(ξ) dξ, (E.8)
inde´pendante du bruit ζ, qui s’exerce aux instants ulte´rieurs t > 0. Par la suite, il sera
commode d’introduire la valeur moyenne d’une observable f(xt) relative a` la distribu-
tion d’e´quilibre initiale de x0 = ξ
〈f〉 = Z−10
∫
e−βH0(ξ) Eξ(f) dξ. (E.9)
Remarquons que la distribution de xt aux instants ulte´rieurs t > 0, qui n’est pas en
re`gle ge´ne´rale une distribution d’e´quilibre, est entie`rement de´termine´e par la donne´e
de l’e´quation de Langevin (E.1) et de la condition initiale x0 = ξ.
E.3 Travail thermodynamique
Comme nous l’avons indique´ au § 4.2, le hamiltonien Ht du corps conside´re´ peut
de´pendre explicitement du temps dans le cas ou` une force exte´rieure de´pendant du
temps est applique´e a` ce dernier, de fac¸on a` le mettre dans un e´tat de mouvement
macroscopique, par exemple. Cette dernie`re effectue sur le corps un travail Wt que l’on
calcule d’apre`s
Wt =
∫ t
0
∂sHs(xs) ds.
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Proposition 1. Pour tout nombre complexe α
Eξ
[
e−αWt δ(xt − η)
]
= Pαt (ξ, η), (E.10)
ou`
Pαt = T e
R t
0 L
α
s ds avec Lαs = Ls − α∂sHs.
Corollaire 1. La valeur moyenne (E.9) est telle que〈
e−αWt
〉
= Z−10
∫
e−βH0(ξ) Pαt (ξ, η) dξdη (E.11)
pour tout nombre complexe α.
Preuve. La relation (E.10) peut s’obtenir en de´veloppant en se´rie entie`re l’exponentielle du membre
de gauche :
Eξ
[
e−αWt δ(xt − η)
]
=
∞∑
n=0
(−α)n
n!
Eξ
[(∫ t
0
∂sHs(xs) ds
)n
δ(xt − η)
]
=
∞∑
n=0
(−α)n
∫
0≤s1≤···≤sn≤t
Eξ
[
∂s1Hs1(xs1) . . . ∂snHsn(xsn) ds1 . . . dsn δ(xt − η)
]
=
∞∑
n=0
(−α)n
[ ∫
0≤s1≤···≤sn≤t
T e
R s1
0 Ls ds ∂s1Hs1 T e
R
s2
s1
Ls ds ∂s2Hs2 . . . ∂snHsn T e
R
t
sn
Ls ds ds1 . . . dsn
]
(ξ, η)
= T e
R
t
0
(Ls−α∂sHs) ds (ξ, η),
la dernie`re e´galite´ s’obtenant en ite´rant la relation
∂
∂α
T e
R
t
0
(Ls−α∂sHs) ds = −
∫ t
0
T e
R s1
0 (Ls−α∂sHs) ds ∂s1Hs1 T e
R
t
s1
(Ls−α∂sHs) ds ds1.
E.4 Renversement du temps
Afin d’obtenir une relation de bilan de´taille´ analogue a` (E.5) et (E.7) dans le cas
ou` le hamiltonien Ht de´pend explicitement du temps, nous conside´rons maintenant la
dynamique de Langevin (E.1) renverse´e dans le temps
dx′i
dt′
= −Γij ∂jH ′t′ +Πij ∂jH ′t′ + ζ i,
ou`
H ′(t′) = H(t− t′).
A nouveau, une fois la condition initiale x′0 = η fixe´e, l’e´quation de Langevin renver-
se´e de´finit un processus de Markov x′t′ pour t
′ ≥ 0, dont le ge´ne´rateur a pour expression
L′t′ = Lt−t′ .
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L’espe´rance mathe´matique Eη relative a` la donne´e de la condition initiale x
′
0 = η
peut s’obtenir comme pour le processus direct ; par conse´quent, les probabilite´s de
transition P′t′(η, ξ) dξ de l’e´tat initial η vers les e´tats finals ξ, telles que (P
′
t′f)(η) =∫
P′t′(η, ξ) f(ξ) dξ, peuvent s’e´crire [cf relation (E.3)]
P′t′ = T e
R t
0 L
′
s ds = T ′e
R t
t−t′ Ls ds,
ou` T ′ de´signe le produit anti-chronologique. Quant au travail fourni au corps lors de la
transformation renverse´e, il vaut
W ′t =
∫ t
0
∂sH
′
s(x
′
s) ds = −
∫ t
0
∂sHs(x
′
t−s) ds.
Par conse´quent, en appliquant le re´sultat (E.10) nous obtenons
E′η
[
e−αW
′
t δ(x′t − ξ)
]
= P′αt (η, ξ) = T e
R t
0 L
′α
s ds (η, ξ) = T ′e
R t
0 L
−α
s ds (η, ξ). (E.12)
En outre, la valeur moyenne (E.9) relative a` la distribution d’e´quilibre de l’e´tat initial
η = x′0 du processus renverse´ est telle que〈
e−αW
′
t
〉
=
1
Z ′0
∫
e−βH
′
0(η) P′αt (η, ξ) dηdξ =
1
Z ′t
∫
e−βHt(η) P′αt (η, ξ) dηdξ, (E.13)
d’apre`s la relation (E.11).
E.5 The´ore`me de fluctuation de´taille´
Nous allons maintenant montrer comment relier les valeurs moyennes (E.10)-(E.11)
et (E.12)-(E.13) du travail fourni au corps lors des transformations directe et renverse´e.
Proposition 2.
e−βH0(ξ) Pαt (ξ, η) = e
−βHt(η) P′β−αt (η
∗, ξ∗). (E.14)
Preuve. En remarquant que
∂t e
−βH0 Pαt e
βHt = e−βH0 Pαt e
βHt
(
e−βHtLαt e
βHt + β∂tHt
)
= e−βH0 Pαt e
βHt Θ(Lα¯−βt )
†Θ,
(E.15)
ou` (Lαt )
† = L†t−α¯∂tHt [cf (E.6), nous supposons que l’ope´rateur de renversement du temps Θ pre´serve
Hs pour tout s], la relation (E.15) implique
e−βH0 Pαt e
βHt = T e
R
t
0
Θ(Lα¯−βt )
†Θds = Θ
(
T ′e
R
t
0
Lα¯−βt ds
)†
Θ,
qui peut se re´e´crire en utilisant la relation (E.12)
e−βH0 Pαt e
βHt = Θ(P′β−α¯t )
†Θ.
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Nous de´finissons les fonctions de distribution du travail fourni au corps durant les
transformations directe (e´tat initial : ξ, e´tat final : η) et renverse´e (e´tat initial : η, e´tat
final : ξ) par
Pt(W ; ξ, η) = Eξ [δ(W −Wt) δ(xt − η)]
pour la transformation directe, et
P′t(W ; η, ξ) = E
′
η [δ(W −W ′t) δ(x′t − ξ)]
pour la transformation renverse´e.
Ceci e´tant, en inte´grant la relation (E.14) le long d’un contour dans le plan complexe,
c’est-a`-dire en appliquant
∫
Reα=0
dα
2πi
eαW a` chaque membre de (E.14), nous obtenons le
re´sultat suivant.
Corollaire 2 (the´ore`me de fluctuation de´taille´ [Gaw05]).
e−βH0(ξ) Pt(W ; ξ, η) = e−βHt(η) P′t(−W ; η∗, ξ∗) eβW (E.16)
Ce re´sultat est la relation de bilan de´taille´ attendue, qui e´tend la relation (E.7)
obtenue dans le cas ou` le hamiltonien du corps Ht est inde´pendant du temps au cas
ou` Ht de´pend explicitement du temps. Il permet d’ailleurs de retrouver la relation de
bilan de´taille´ (E.7), puisque dans le cas ou` Ht est inde´pendant du temps
Pt(W ; ξ, η) = δ(W ) Pt(ξ, η) = δ(W ) P
′
t(ξ, η) = P
′
t(W ; ξ, η).
E.6 Relations de Jarzynski et Crooks
Nous allons maintenant montrer comment le re´sultat (E.16) permet de retrouver
les re´sultats de Jarzynski (4.18) et Crooks (4.27). Les relations (E.14), (E.10), (E.12),
(E.11) et (E.13) permettent d’e´tablir le re´sultat suivant :〈
e−αWt
〉
=
Zt
Z0
〈
e−(β−α)W
′
t
〉
, (E.17)
ou` les e´nergies libres F0 et Ft sont de´finies par Z0,t = e
−βF0,t . En posant α = β, nous
obtenons le re´sultat de Jarzynski (4.18)〈
e−βWt
〉
= e−β(Ft−F0) (E.18)
Enfin, en inte´grant la relation obtenue le long d’un contour dans le plan complexe,
c’est-a`-dire en appliquant
∫
Reα=0
dα
2πi
eαW a` chaque membre de (E.18), nous obtenons le
re´sultat de Crooks (4.27)
P(W ) = P′(−W ) eβ[W−(Ft−F0)] (E.19)
ou` les distributions P(W ) et P′(−W ) sont de´finies par
P(W ) = 〈δ(W −Wt)〉 et P′(W ) = 〈δ(W −W ′t)〉 .
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E.7 Egalite´ de Jarzynski et the´ore`me fluctuation-
dissipation
Une application directe de l’e´galite´ de Jarzynski obtenue dans le cadre de la dyna-
mique de Langevin (E.1) permet de retrouver une expression du the´ore`me fluctuation-
dissipation.
Supposons que le corps conside´re´ a pour hamiltonien
Hs(x) = H0(x)− hi,sOi(x),
ou` H0(x) de´signe la partie inde´pendante du temps du hamiltonien, hi,s des fonctions
quelconques (suffisamment re´gulie`res) du temps s’annulant a` t = 0 et Oi(x) des fonc-
tions quelconques de x (des “observables”). Dans ce cas, le travail thermodynamique
fourni au corps pendant la transformation a pour expression
Wt = −
∫ t
0
h˙i,sO
s
i ds,
ou` l’on a pose´ h˙i,s =
dhi,s
dt
et Ois = O
i(xs). En de´veloppant l’e´galite´ de Jarzynski (E.19)
au deuxie`me ordre dans les champs hi,s, on obtient
1 + β
t
∫
0
h˙i,s
〈
Ois
〉
0
ds+
1
2
β2
t
∫
0
t
∫
0
h˙i,s h˙j,s′
〈
OisO
j
s′
〉
0
dsds′+
+ β
t
∫
0
t
∫
0
h˙i,s hj,s′
〈
OisR
j
s′
〉
0
dsds′ = 1 + β hi,t
〈
Oit
〉
0
+
1
2
β2 hi,t hj,t
〈
OitO
j
t
〉
0
,
(E.20)
ou` 〈f〉0 de´signe la valeur moyenne correspondant au hamiltonien inde´pendant du temps
H0 et a` la distribution initiale “gibbsienne” (E.8). Nous de´finissons les re´ponses R
i
s par
la relation 〈
fRis
〉
0
=
δ
δhi,s
∣∣∣∣
h=0
〈f〉 ,
ou` la valeur moyenne 〈f〉, donne´e par (E.10), correspond au hamiltonien de´pendant du
temps. En vertu de la causalite´ du processus stochastique conside´re´, on doit imposer
la condition 〈
OisR
j
s′
〉
0
= 0 pour s′ > s. (E.21)
Remarquons que la relation (E.20) limite´e au termes du premier ordre dans les champs
hi,s est e´quivalente a` la valeur moyenne inde´pendante du temps 〈Ois〉. En exprimant les
termes du second ordre en hi,s comme l’inte´grale des quantite´s h˙i,s, on obtient
β
t
∫
0
t
∫
0
h˙i,s h˙j,s′
〈
OitO
j
t −OisOjs′
〉
0
dsds′ = 2
t
∫
0
t
∫
0
s′
∫
0
h˙i,s h˙j,s′′
〈
OisR
j
s′
〉
0
dsds′ds′′. (E.22)
En permutant les inte´grales sur s′ et s′′, le membre de droite s’e´crit finalement
2
t
∫
0
t
∫
0
s′
∫
0
h˙i,s h˙j,s′
〈
OisR
j
s′′
〉
0
dsds′ds′′ = 2
t
∫
0
t
∫
0
s
∫
s′
h˙i,s h˙j,s′ θ(s− s′)
〈
OisR
j
s′′
〉
0
dsds′ds′′,
(E.23)
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en vertu de la relation de causalite´ (E.21). Nous obtenons donc le re´sultat suivant :
β
(
Cij(0)− Cij(s− s′)) = θ(s− s′)χij(s− s′) + θ(s′ − s)χji(s′ − s) (E.24)
en notant la fonction de corre´lation〈
OisO
j
s′
〉
0
= Cij(s− s′)
et la re´ponse inte´gre´e ∫ s
s′
〈
OisR
j
s′′
〉
0
ds′′ = θ(s− s′)χij(s− s′).
La relation obtenue (E.24), reliant ces deux dernie`res quantite´s, est l’expression du
the´ore`me fluctuation-dissipation.
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Annexe F
Oscillateur harmonique en pre´sence
d’un bruit blanc gaussien
Conside´rons un oscillateur harmonique a` un degre´ de liberte´ x, de masse m et de
raideur k, dont l’e´quation de la dynamique est
mx¨(t) + kx(t) = 0. (F.1)
La solution de cette e´quation s’e´crit
x(t) = A sin (ωt+ ϕ), (F.2)
ou` ω =
√
k/m et les constantes A et ϕ sont de´termine´es par les conditions initiales
x(t0) et x˙(t0).
Nous allons donner dans un premier temps l’expression de la densite´ de probabilite´
P(x) lorsque le degre´ de liberte´ x est libre, puis calculer nume´riquement la densite´ de
probabilite´ P′(x) lorsque ce dernier est soumis a` un bruit blanc gaussien ζ(t), c’est-a`-
dire lorsque l’e´quation de la dynamique est
mx¨(t) + kx(t) = ζ(t), (F.3)
ou` ζ(t) est de´fini par sa fonction d’autocorre´lation
E
[
ζ(t) ζ(t′)
]
= a δ(t− t′), (F.4)
a de´signant la variance de ζ [avec par ailleurs E
[
ζ(t)
]
= 0].
Pour calculer la densite´ de probabilite´ P(x), il suffit de remarquer que pendant une
pe´riode T = 2π/ω l’oscillateur passe une fraction de temps 2 dt
T
dans un intervalle dx
centre´ autour de x, ou` x ∈ (−A,A). Nous pouvons donc affirmer que
P(x) dx =
2dt
T
. (F.5)
Quelques lignes d’alge`bre1 conduisent au re´sultat suivant :
P(x) dx =
dx
π
√
A2 − x2 . (F.6)
1dx = Aω cos (ωt+ ϕ) dt = Aω
√
1− sin2(ωt+ ϕ) dt = ω√A2 − x2 dt⇒ dt = dx
ω
√
A2−x2 .
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Fig. F.1 – Oscillateur harmonique en pre´sence d’un bruit blanc gaussien. (i) :
Solution x(t) en pre´sence d’un bruit blanc gaussien ζ(t) d’e´cart-type σ =
√
a = 10−1.
(ii) : Densite´s de probabilite´s de x(t) calcule´e avec [P′(x), symboles ◦] ou sans [P(x),
ligne continue] bruit blanc gaussien ζ(t). Nous indiquons les ajustements gaussiens de
P′(x) aux voisinages de x = ±A (lignes en pointille´s).
Cette distribution, qui est telle que
∫ A
−A P(x) dx = 1, est repre´sente´e en ligne conti-
nue sur la fig. F.1(ii), ou` nous avons choisi A = 1 et ϕ = 0 pour des raisons de
commodite´ (nous conservons ce choix dans ce qui suit).
Que se passe-t-il si l’oscillateur est soumis a` un bruit blanc gaussien ζ(t) tel que
nous l’avons de´fini plus haut [cf (F.4)] ? Pour re´pondre a` la question, nous calculons
nume´riquement la solution de (F.3) en ge´ne´rant un bruit blanc gaussien ζ(t) d’e´cart-
type σ =
√
a = 10−1, ainsi que la densite´ de probabilite´ correspondante P′(x).
La solution cherche´e x(t) ainsi que sa densite´ de probabilite´ P′(x) sont repre´sente´es
sur les figs. F.1(i) et F.1(ii) (symboles ◦), respectivement. En outre, nous repre´sentons
sur cette dernie`re figure les ajustements gaussiens de P′(x) aux voisinages de x = ±A
(lignes en pointille´s).
On remarque que la densite´ de probabilite´ obtenue P′(x) est gausienne aux voi-
sinages de x = ±A, et qu’elle est correspond en tre`s bonne approximation a` la den-
site´ de probabilite´ P(x) calcule´e en l’abscence de bruit dans la re´gion interme´diaire
[−A+ ε, A− ε], ou` ε ≃ A/4.
Naturellement, si l’on augmente l’amplitude du bruit (sa variance) ζ, les deux dis-
tributions gausiennes indique´es en pointille´s se recouvrent progressivement jusqu’a` ce
que la distribution P′(x) tende vers une gaussienne centre´e en x = 0 (et l’on perd la
correspondance avec P(x) indique´e plus haut).
Annexe G
Diffe´rence de deux variables
ale´atoires gaussiennes
Soient X et Y deux variables ale´atoires (le terme “variable ale´atoire” est ici abre´ge´
v.a.) gaussiennes centre´es (〈X〉 = 〈Y〉 = 0). Dans cette annexe, nous allons montrer
que la diffe´rence ∆ = X−Y n’est pas ne´cessairement une v.a. gaussienne, en donnant
un contre-exemple1.
Pour monter cela, nous nous appuyons sur le fait que les cumulants Cn d’ordre
n > 2 d’une v.a. gaussienne sont nuls (cf Annexe B). En particulier, nous allons utiliser
le cumulant d’ordre 4 [cf Annexe B, form. (B.5)]
C4 =M4 − 4M3M1 − 3M22 + 12M2M21 − 6M41 , (G.1)
ou` Mn = 〈Zn〉, qui s’e´crit C4 =M4− 3M22 si la v.a. Z est centre´e. Puisque les v.a. X et
Y sont gaussiennes et centre´es, nous avons
CX4 =
〈
X4
〉− 3 〈X2〉2 = 0 et CY4 = 〈Y4〉− 3 〈Y2〉2 = 0, (G.2)
et puisque la v.a. ∆ est centre´e, C∆4 = 〈∆4〉 − 3 〈∆2〉2.
Donc, si la v.a. ∆ = X−Y est gaussienne, alors C∆4 = 0, et si C∆4 6= 0, alors la v.a.
∆ n’est pas gaussienne (par contraposition). Un calcul simple donne
C∆4 = C
X
4 + C
Y
4 − 4
(〈
X3Y
〉
+
〈
XY3
〉)
+ 6
〈
X2Y2
〉− 12 〈XY〉2 +
− 6 〈X2〉 〈Y2〉+ 12 〈XY〉 (〈X2〉+ 〈Y2〉). (G.3)
Noter que si X = Y, alors on retrouve bien C∆4 = 0 (pour montrer cela, user du fait
que 〈X4〉 = 3 〈X2〉2).
Conside´rons maintenant que Y = εX, ou` ε est une v.a. prenant les valeurs ±1 avec
une probabilite´ 1
2
, respectivement. Dans ce cas, nous avons
C∆4 = −4
(〈
εX4
〉
+
〈
ε3X4
〉)
+ 24
〈
X2
〉 〈
εX2
〉− 12 〈εX2〉2 + 12 〈X2〉2 . (G.4)
Le re´sultat obtenu indique clairement que C∆4 6= 0, et donc que la v.a. ∆ = X− Y
n’est pas gaussienne.
1Je remercie B. Castaing, qui m’a aide´ a` trouver le contre-exemple.
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Fig. G.1 – Cette figure indique les densite´s de probabilite´ PX(x), Pε(ǫ), PY(y) et P∆(δ)
d’une v.a. X gaussienne centre´e, d’une v.a. ε prenant les valeurs ±1 avec une probabilite´
1
2
, respectivement, de la v.a. Y = εX, et de la diffe´rence ∆ = X− Y.
Pour mettre cela plus clairement en e´vidence, nous ge´ne´rons nume´riquement une
v.a. gaussienne X sur dix millions de points, ainsi qu’une v.a. ε prenant les valeurs ±1
avec une probabilite´ 1
2
, respectivement.
Leurs densite´s de probabilite´ respectives PX(x) et Pε(ǫ) sont repre´sente´es sur les
figs.G.1(i) et G.1(ii), respectivement. Nous indiquons aussi la densite´ de probabilite´
PY(y) de la v.a. Y sur la fig.G.1(iii) : on peut remarquer qu’il s’agit bien d’une distri-
bution gaussienne, identique a` celle de la v.a. X. La fig.G.1(iv) reporte la densite´ de
probabilite´ P∆(δ) de la v.a. ∆ = X− Y : clairement, celle-ci n’est pas gaussienne.
Annexe H
The´ore`me de fluctuation
stationnaire et dynamique de
Langevin du 2e`me ordre : cas du
moment sinuso¨ıdal
Conside´rons l’e´quation de Langevin du deuxie`me ordre
IΘ¨(t) + ηΘ˙(t) + CΘ(t) =M0 sinωt+ ζ(t), (H.1)
ou` le de´placement angulaire Θ(t) est porte´ hors d’e´quilibre par le moment de force
oscillant M(t) = M0 sinωt, et fluctue au hasard sous l’effet de l’agitation thermique,
que nous mode´lisons par une force ale´atoire ζ(t), et que nous assimilons a` un bruit
blanc gaussien tel que
〈ζ(t)〉 = 0 et 〈ζ(t) ζ(t′)〉 = 2ηkBT δ(t− t′). (H.2)
Nous ne´gligeons la viscoe´lasticite´ de l’oscillateur, qui complique singulie`rement les
calculs ; autrement dit, l’oscillateur est immerge´ dans un fluide dont la viscosite´ η do-
mine totalement la viscoe´lasticite´ intrinse`que de l’oscillateur (dont le moment d’inertie
et la constante de torsion sont note´s I et C, respectivement).
Comme nous l’avons mentionne´ au § 4.5 sur la base des observations expe´rimentales
du § 4.4.3, les proprie´te´s statistiques des fluctuations de Θ(t) ne sont pas affecte´es
par le moment applique´ M(t) ; en d’autres termes, les fluctuations de Θ(t) sont des
fluctuations thermiques a` l’e´quilibre.
Par conse´quent, nous pouvons exprimer le de´placement angulaire Θ(t) comme la
somme d’un de´placement moyen θ(t), donne´ par la solution de (H.1) calcule´e a` ζ(t) = 0,
et d’un de´placement fluctuant δθ(t) satisfaisant le TFD :
Θ(t) = θ(t) + δθ(t), (H.3)
ou` le de´placement moyen θ(t) est solution de l’e´quation de´terministe
Iθ¨(t) + ηθ˙(t) + Cθ(t) =M0 sinωt. (H.4)
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De meˆme que l’on peut exprimer l’angle Θ comme la somme d’une quantite´ moyenne
θ et d’une quantite´ fluctuante δθ, nous pouvons exprimer le travailWτ fourni au syste`me
dans l’intervalle de temps (0, τ) comme la somme d’un travail moyenW τ et d’un travail
fluctuant δWτ . En effet
Wτ = −
∫ τ
0
M(t) Θ˙(t) dt = −
∫ τ
0
M(t)
(
θ˙(t) + δθ˙(t)
)
dt ≡ W τ + δWτ . (H.5)
Afin de calculer le travail W τ fourni en moyenne a` l’oscillateur dans l’intervalle
de temps (0, τ) ainsi que ses fluctuations quadratiques 〈(δWτ )2〉, nous cherchons une
solution de l’e´quation (H.4) sous la forme
θ(t) = θ0 sin (ωt+ Φ). (H.6)
En inse´rant cette expression de θ(t) dans l’e´quation (H.4), nous trouvons que θ(t) =
θ0 sin (ωt+ Φ) est solution de l’e´quation (H.4) si et seulement si
θ0 e
iΦ =
M0
C − Iω2 + iηω =
M0
I
(
α2 + γ2 − ω2 + 2iγω) , (H.7)
ou`
γ =
η
2I
= τ−1relax et α
2 + γ2 =
C
I
= ω20, (H.8)
τrelax de´signant le temps de relaxation de l’oscillateur et ω0 sa fre´quence de re´sonance
a` vide.
Calcul de la moyenne µ =W τ
Un calcul simple donne
W τ = −
∫ τ
0
M(t) θ˙(t) dt =
1
2
M0θ0 ω τ sinΦ. (H.9)
Le travail W τ fourni en moyenne a` l’oscillateur dans l’intervalle de temps (0, τ) est
donc line´aire en τ . Noter que les temps τ conside´re´s sont des multiples de la pe´riode
du moment de force applique´ M(t) =M0 sinωt :
τ = 2nπ/ω avec n ∈ N, (H.10)
puisque nous examinons le the´ore`me de fluctuation stationnaire [abre´ge´ TFS ; cf relation
(5.26) et § 5.2.4, chap. 5].
Calcul de la variance σ2 = 〈(δWτ )2〉
D’apre`s la relation (H.5), la fluctuation δWτ du travail Wτ fourni a` l’oscillateur
dans l’intervalle de temps (0, τ) s’e´crit
δWτ = −
τ
∫
0
M(t) δθ˙(t) dt = −[M δθ]τ
0
+
τ
∫
0
M˙(t) δθ(t) dt =
τ
∫
0
M˙(t) δθ(t) dt,
H. The´ore`me de fluctuation stationnaire et dynamique de Langevin du 2e`me ordre :
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puisqueM(0) =M(τ) = 0, en vertu de (H.1) et (H.10). Par conse´quent, le carre´ moyen
〈(δWτ )2〉 du travail fourni a` l’oscillateur dans l’intervalle de temps (0, τ) s’e´crit
〈
(δWτ )
2
〉
=
τ
∫
0
dt
τ
∫
0
ds M˙(t) M˙(s) Γδθ(t− s), ou` Γδθ(t) = kBT
C sinϕ
sin (α|t|+ ϕ) e−γ|t|
de´signe la fonction d’autocorre´lation des fluctuations δθ(t), et ou`
cosϕ =
γ√
α2 + γ2
et sinϕ =
α√
α2 + γ2
. (H.11)
Ainsi, le carre´ moyen 〈(δWτ )2〉 du travail fourni a` l’oscillateur dans l’intervalle de
temps (0, τ) s’e´crit
〈
(δWτ )
2
〉
=
2M20ω
2kBT
C sinϕ
τ
∫
0
dt cos (ωt) e−γt
t
∫
0
ds cos (ωs) sin
(
α(t− s) + ϕ) eγs︸ ︷︷ ︸
I1(t)
.
Quelques lignes d’alge`bre donnent pour I1(t)
I1(t) =
1
4i
t
∫
0
ds eγs
(
eiωs + e−iωs
)(
ei[α(t−s)+ϕ] − e−i[α(t−s)+ϕ]
)
=
1
4i
[
1
γ + i(ω − α)
(
eγt+iωt+iϕ − eiαt+iϕ
)
+
1
γ − i(ω + α)
(
eγt−iωt+iϕ − eiαt+iϕ
)
+
− 1
γ + i(ω + α)
(
eγt+iωt−iϕ − e−iαt−iϕ
)
− 1
γ − i(ω − α)
(
eγt−iωt−iϕ − e−iαt−iϕ
)]
≡ 1
4i
I2(t).
Ainsi, le carre´ moyen 〈(δWτ )2〉 du travail fourni a` l’oscillateur dans l’intervalle de temps
(0, τ) s’e´crit 〈
(δWτ )
2
〉
=
M20kBT
2iC sinϕ
τ
∫
0
dt
(
eiωt + e−iωt
)
e−γt I2(t)︸ ︷︷ ︸
I3(t)
.
En posant
̺ eiΨ = γ2 + ω2 − α2 + 2iγα, (H.12)
nous trouvons pour I3(t)
I3(t) =
2
√
α2 + γ2
̺
[
2iτ sinΨ− eiΨ
(
eiατ−γτ − 1
)( 1
−γ + i(ω + α) +
1
−γ − i(ω − α)
)
+ e−iΨ
(
e−iατ−γτ − 1
)( 1
−γ + i(ω − α) +
1
−γ − i(ω + α)
)]
=
2
√
α2 + γ2
̺
[
2iτ sinΨ +
4iω0
̺
(
sin (ατ + 2Ψ− ϕ) e−γτ − sin (2Ψ− ϕ)
)]
.
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Finalement, nous trouvons un carre´ moyen 〈(δWτ )2〉 du travail fourni a` l’oscillateur
dans l’intervalle de temps (0, τ) qui vaut
σ2 =
〈
(δWτ )
2
〉
= kBT
M20
C
√
α2 + γ2
̺ sinϕ
τ
(
sinΨ +
2ω0
̺τ
[
sin (ατ + 2Ψ− ϕ) e−γτ +
− sin (2Ψ− ϕ)]).
(H.13)
The´ore`me de fluctuation stationnaire
En formant le rapport 2µ
σ2
[cf relation (5.28), chap. 5], nous obtenons une valeur de
Σ qui vaut
Σ = − 1
kBT
(
1− ǫ(τ)) pour τ →∞, avec
ǫ(τ) =
2
τω0 sin 2ϕ
(
sin (2Ψ− ϕ)− sin (ατ + 2Ψ− ϕ) e−γτ
)
.
(H.14)
Cette expression se simplifie dans le cas re´sonnant, ou` nous avons
ǫ(τ) ≃ 1
ω0 cos (ϕ) τ
=
1
γτ
pour ω ≃ ω0, (H.15)
et dans le cas ou` la fre´quence excitatrice ω du moment applique´ est petite devant α,
ou` nous avons
ǫ(τ) ≃ 4γ
2 − ω20
γω20 τ
pour ω ≪ α =
√
ω20 − γ2. (H.16)
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Re´sume´
Ce travail propose une e´tude expe´rimentale au niveau fondamental des fluctuations
du travail et de la chaleur dans des syte`mes me´caniques hors d’e´quilibre, en vue de vali-
der les approches the´oriques re´centes sur le sujet dues a` Jarzynski, Crooks, Gallavotti,
Cohen, van Zon et leurs collaborateurs. Dans un premier chapitre, nous introduisons
ces nouveaux concepts et motivons la ne´cessite´ de re´aliser des expe´riences afin de tester
ces nouveaux re´sultats.
Le second chapitre est consacre´ aux principes ainsi qu’a` la re´alisation du dispositif
de mesure : un interfe´rome`tre diffe´rentiel inspire´ de la technique de Nomarski, permet-
tant de mesurer les de´placements thermiques sub-nanome´triques de petits oscillateurs
me´caniques dissipatifs. Un troisie`me chapitre de´taille le principe ainsi que la re´alisation
d’une technique de re´duction du bruit originale s’inspirant du filtrage de Wiener, dans
le but de s’affranchir du bruit environnemental transmis aux syste`mes conside´re´s.
Dans les deux derniers chapitres, nous e´tudions expe´rimentalement et the´orique-
ment les fluctuations du travail ainsi que de la production de chaleur de petits oscilla-
teurs me´caniques dissipatifs porte´s dans des e´tats hors d’e´quilibre.
Mots-clefs : me´canique statistique hors d’e´quilibre, the´ore`mes de fluctuation, proces-
sus stochastiques, dynamique de Langevin, the´ore`me fluctuation-dissipation, interfe´ro-
me´trie subnanome´trique, interfe´rome´trie diffe´rentielle.
Abstract
This thesis presents an experimental study of work and heat fluctuations of mecha-
nical systems driven out of equilibrium. The aim is to test recent theoretical approaches
mainly due to Jarzynski, Crooks, Gallavotti, Cohen, van Zon and coworkers. In a first
chapter, we introduce these new results and motivate the need for performing experi-
ments to test them.
The second chapter is dedicated to the principles and to the experimental appa-
ratus and device : a differential interferometer, inspired from the Nomarski technique,
allows us to measure the thermal sub-nanometric displacements of mechanical dissi-
pative oscillators. A third chapter is dedicated to the principle and to the setup of a
new denoising technique inspired from Wiener’s filtering. This technique allows us to
strongly reduce the environmental noise transmitted to the experimental systems of
interest.
In the last two chapters, we experimentally and theoretically study work and heat
production thermal fluctuations of small mechanical dissipative oscillators driven out
of equilibrium.
Keywords : nonequilibrium statistical mechanics, fluctuation theorems, stochastic pro-
cesses, Langevin dynamics, fluctuation-dissipation theorem, subnanometric interfero-
metry, differential interferometry.
